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2 Arkusz egzaminacyjny z matematyki
Poziom rozszerzony

Zadanie 1.(5 pkt)

Rozwiaz nieréwnos¢ vx” +4x+4>11-vx> —6x+9.

I sposéb rozwiazania (wyrdznienie na osi liczbowej przedzialow)

Wykorzystujac wzory skroconego mnozenia przeksztalcamy wyrazenia podpierwiastkowe
i zapisujemy nierdwnos$¢ w postaci w/(x + 2)2 >11- 1/(x - 3)2 . Stosujemy wlasno$¢ wartosci
bezwzglednej oraz przeksztalcamy nieréwnosé do postaci |x + 2| + |x — 3| >11.
Wyrézniamy na osi liczbowej przedziaty: (—oo, —2) , <— 2,3), <3, ).
Rozwigzujemy nierownos$ci w poszczegdlnych przedziatach i w kazdym przedziale bierzemy
cz¢$¢ wspoblng tego przedziatu z otrzymanym zbiorem rozwigzan nierownosci.
Rozpatrujemy nastepujace przypadki:

e dla xe (— oo,—2) otrzymujemy nierowno$¢ —x—2—x+3>11, wigc x € (—o0,— 5> ,

e dlaxe <— 2,3) otrzymujemy nier6wno$¢ x+2—x+3>11, wigc xeJ,

o dlaxe <3, ) otrzymujemy nierownos¢ x+2+x—3>11, wiec x € <6, ).
Wyznaczamy zbior rozwiazan nierownosci +/(x+2)* >11—+/(x—=3)* : x e (-oo,— 5> U <6, ) .

I1 spos6b rozwiazania (zapisanie czterech przypadkow)

Wykorzystujac wzory skréconego mnozenia przeksztalcamy wyrazenia podpierwiastkowe

i zapisujemy nierdwno$é w postaci ~/(x+2)* =11—+/(x—3)* .
Stosujemy wlasno§¢ wartosci bezwzglednej oraz przeksztalcamy nier6wno$¢ do postaci
|x+2|+|x—3| >11.

Zapisujemy cztery przypadki:

x+22>20 x+22>20 x+2<0 x+2<0

{x—320 {x—3<0 {x—320 {x—3<0

x+2>0 x>-2 niemozliwe x<-2

x—3>0 x<3 x<3

x+2+x-32>11 x+2-x+32>11 —x—-2-x+32>11

x>-2 x>-2 x<-2

x=>3 x<3 x<3

2x—12>11 x+2-x+32>11 -2x+12>11
x=>-2

x>-2 x<3 x<—-2

x>3 5>11 x<3

x>6 x<-5

xe <6, 0) brak rozwigzan x € (—o0,— 5>

L.aczac otrzymane rozwigzania, zapisujemy odpowiedz:

Zbiorem rozwiazan nierdéwnosci Vx° +4x+4 >11—/x" —6x+9 jest (—o0,— 5> U <6, ).
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Arkusz egzaminacyjny z matematyki
Poziom rozszerzony

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze

do calkowitego rozwiazania zadania ...........eeeeeeneennnennnenninniniiisiiiseee.

Zapisanie nier6wnosci w postaci |x + 2| + |x — 3| >11.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep

e zapisanie odpowiednich nierd6wnosci w danych przedziatach:
— dla xe(-0,-2): —x—2—x+3>11,

— dlaxe(-23): x+2-x+3>11,
— dla xe<3,00): x+2+x-3>11
albo

x+220 [|[x+220 [x+2<0 [x+2<0
x=3>0" |x-3<0’ |x=3>0"

e zapisanie czterech przypadkow {

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania

x-3<0

....3 pkt

e rozwigzanie wszystkich nierdwnos$ci z uwzglednieniem danych przedziatéw:
- xe(—wo,— 5>,

brak rozwigzan,
- XE€ <6, 0)
albo
e rozpatrzenie wszystkich czterech przypadkow.

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe)

4 pkt

e poprawne rozwigzanie wszystkich trzech nierdwnosci 1 wyznaczenie czg¢sci wspolnych
otrzymanych wynikéw z poszczegdlnymi przedziatami tylko w dwoch przypadkach,
popehnienie bledu w trzecim przypadku 1 konsekwentne doprowadzenie rozwigzania

do konca

albo

e poprawne rozwigzanie nierownosci tylko w dwoch przedziatach i wyznaczenie czesci
wspolnych otrzymanych wynikéw z poszczegdlnymi przedzialami 1 konsekwentne

doprowadzenie rozwigzania do konca

albo

e rozpatrzenie czterech przypadkoéw, poprawne rozwigzanie nieroOwnosci i1 wyznaczenie
czg¢Sci wspdlnych otrzymanych wynikéw z poszczegdlnymi przedziatami tylko
w dwoch przypadkach, stwierdzenie, ze czwarty jest niemozliwy, popetnienie btedu

w trzecim przypadku i konsekwentne doprowadzenie rozwigzania do konca

ROZWIgZanie PeINe .......uicoveiirieiiiceicnsnicsssnicssnicssnicsssnissssnssssasssssssesssssssssssssssssssssssses

Zapisanie rozwigzania nierownosci: x € (—oo,— 5> v, <6, ©) .

Uwagi

1. Jezeli zdajacy zapisze nier6wnos¢ w postaci x+2+x—3>11 1 ja rozwigze, to

za rozwigzanie calego zadania otrzymuje 1 punkt.
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4 Arkusz egzaminacyjny z matematyki
Poziom rozszerzony

2. Jezeli zdajacy rozwigze nieréwnos$ci w poszczegdlnych przedziatach i na tym zakonczy
lub nie wyznaczy czg¢sci wspodlnej otrzymanych wynikow z poszczegdlnymi
przedziatami, to otrzymuje 2 punkty.

3. Jezeli zdajacy rozpatrzy cztery przypadki, rozwigze nierownosci w poszczegolnych
przedziatach, stwierdzi, ze czwarty przypadek jest niemozliwy i na tym zakonczy lub nie
wyznaczy czes$ci wspolnej otrzymanych wynikdéw z poszczegdlnymi przedziatami,
to otrzymuje 2 punkty.

4. Jezeli zdajacy btednie podzieli zbidr liczb rzeczywistych na przedziaty, wyznaczajac np.
(— oo,—3), <— 3,2), <2, o) i konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to otrzymuje
maksymalnie 3 punkty.

5. We wszystkich rozwazanych przypadkach zdajacy moze rozpatrywac obie nieréwnosci
nieostre (przedzialy obustronnie domknigte). Wymagamy tylko, aby te przypadki
wyczerpywaly wszystkie liczby rzeczywiste. Jezeli natomiast rozwaza nierownosci ostre
(przedzialy otwarte) tak, ze nie wyczerpuja one wszystkich liczb rzeczywistych, to
przyznajemy za calte zadanie o 1 punkt mniej, niz gdyby wyrdznit wszystkie przedzialy
poprawnie.

6. Jezeli zdajacy wykorzysta interpretacje geometryczng wartosci bezwzglednej i graficznie
wyznaczy zbior rozwigzan nierdéwnosci, to za rozwigzanie calego zadania otrzymuje
5 punktow.

7. Zdajacy moze rozwigzywac¢ dang nierownos$¢ jako nierownos$¢ pierwiastkowa.
Zasadnicze trudnosci tego zadania (3 punkty) polegaja na poprawnym doprowadzeniu
danej nierownosci do nierownosci kwadratowe;.

Zadanie 2. (5 pkt)

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych roéwnanie (m + l)x2 —3mx+m+1=0
ma dwa rozne pierwiastki takie, ze ich suma jest nie wigksza niz 2,5.

Rozwiazanie
Zapisujemy uktad warunkow, ktore musza by¢ spelnione, by istnialy dwa r6zne pierwiastki

roOwnania (m + 1))c2 —3mx+m+1=0, ktérych suma jest nie wicksza od 2,5.

m+1=0
A>0

1
X1+X2 325

Warunek m+1#0jest spetniony dla kazdego m = —1.
Rozwigzujemy nieréwnosé A >0, czyli (—3m)2 —4(m+ 1)2 >0,
Sm* —-8m—4>0,

me(—oo,—gju(Z,OO).

. . 1 . . .
Rozwigzujemy nierdéwnos¢ x, + x, < 25 . Wykorzystujac wzory Viete’a, otrzymujemy

nierownos$¢ z niewiadoma m:
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m+1
Stad me (—1,5> .

Y.aczac wszystkie wyznaczone wartosci parametru m otrzymujemy

me(—L—gju(zsy

Schemat oceniania

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z czterech etapow.
Pierwszy polega na rozwigzaniu warunku m+1#0: m = —1.
Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

. o . 2
Drugi etap polega na rozwigzaniu nieréwnosci A >0: me (—oo,—g) U(Z,oo) .

Za poprawne rozwigzanie tego etapu zdajacy otrzymuje 1 punkt.

Uwaga
Jezeli zdajacy zapisze A >0, to za te cz¢$¢ otrzymuje 0 punktow.

Trzeci etap polega na rozwigzaniu nieréwnosci x, +x, <2—.
2

Za t¢ cze$¢ rozwigzania zdajacy otrzymuje 2 punkty.
Podzial punktéw za trzeci etap rozwigzania:

1punkt zdajacy otrzymuje za zapisanie nierownosci x, + x, < 25 W postaci rOwnowaznej

m—5<0.

m+1

2 punkty zdajacy otrzymuje za rozwigzanie nieroOwnosci <0: me (—1, 5> .

m+1

Uwaga:
Ten sposdb przydzialu punktow stosujemy takze w sytuacji, w ktorej zdajacy oblicza
pierwiastki troymianu kwadratowego 1 podstawia je do wyrazenia x, +x, .

Czwarty etap polega na wyznaczeniu czesci wspolnej rozwigzan z poprzednich trzech
etapow.

Rozwigzanie pelne (czwarty etap) 5 pkt

Wyznaczenie cze$ci wspdlnej zbiorow rozwigzan nierownosci 1 podanie odpowiedzi:

me(—L—éju(ZSy

Uwagi

1. Jesli zdajacy nie zapisze warunku m+1= 0, pominie pierwszy etap (warunek),
poprawnie wyznaczy rozwigzania pozostatych warunkow, to otrzymuje 5 punktow
za cale rozwigzanie.
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6 Arkusz egzaminacyjny z matematyki
Poziom rozszerzony

2. Przyrozwigzaniu z usterkami, za ostatni etap przyznajemy 1 punkt jedynie wowczas, gdy
zdajacy poprawnie wykona etap II 1 popetnia bledy w rozwigzaniu nieréwnosci z etapu III
albo gdy popehia bledy w etapie II i dobrze rozwiaze nieréwnos¢ z etapu I11.

3. Jezeli zdajacy popeni jeden btad rachunkowy 1 konsekwentnie do tego btedu wyznaczy
cz¢$¢ wspolng zbioréw rozwigzan wszystkich warunkow, to otrzymuje 4 punkty.

Zadanie 3. (4 pkt)
Rozwiaz réwnanie 2tgx-cosx+1=2cosx+tgx w przedziale <O, 27r> .

1 sposéb rozwiazania

Roéwnanie ma sens dla x e <0,%) u[ﬁ 3”) u(%[, 27z> . Przeksztatlcamy je w sposob

272
réwnowazny otrzymujac kolejno:
2tgx-cosx+1-2cosx—tgx =0,
tgx(2cos x—1)—(2cosx—1)=0,
(ZCosx—l)(tgx—l):O,
2cosx—1=0 lub tgx—1=0,

1
cosxzi lub tgx=1.

Podajemy rozwigzania tych rownan lezace w przedziale <O, 27z> :
Sr

2=Z b x=" 1ub x=2F tub x=2F.
3 4 4 3

Mozemy to zrobi¢ np. odczytujac odpowiednie argumenty funkcji cosinus i tangens.

e

3 SI\V /6 4n/3 31/2 5n/3 11x/6 a4 13n/6

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIAZANIA ccceuvercsrneecssanecssanecnns 1 pkt

Zdajacy zapisze rOwnanie w postaci iloczynowe;j: (2 COS X — 1) ( tgx — 1) =0.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ....2 pkt

. . 1
Zdajacy zapisze alternatywe dwdch réwnan, np.: cos x = 5 lub tgx=1.
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Poziom rozszerzony

Rozwiazanie prawie pPelne .......cicvvvvcveeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinniciinnsccnnsseeand pkt
Zdajacy rozwigze jedno z rownan w przedziale <0, 27r> :
1 5
cosx== dla x=2 lub x="2 (x=60°, x=300°)
2 3 3
albo

tex=1 dla x:% lub xz%” (x=45°, x=225°).

ROZWIQZANIe PEINE wuuccuneeenieeiiiiiiiiitinntintentenntecennteneesseessesssessssssssesssssssssssssssssesssae 4 pkt

Zdajacy wyznaczy wszystkie rozwigzania danego rownania w przedziale <O, 27z> :

v=Z 1w x=Z 1ub x=>F 1ub x=F
3 4 4 3

albo
x=60° lub x=45° lub x=225° lub x=300°.

11 sposob rozwiazania

Roéwnanie ma sens dla x e <O, %j v, (% , 37”) v, (3?” , 27z> . Przeksztatlcamy je w sposdb
réwnowazny i otrzymujemy

sin x sin x
2 -cosx+1=2cosx+ ,
Ccos X CcoS X

sin x

2sinx+1=2cosx+

COS X

Mnozymy obie strony rOwnania przez cosx — mozemy to zrobi¢, gdyz cosx =0 dla

kazdego x € (0, %j U (% , 37”) v (377[ ,27) . otrzymujemy kolejno:

2x+sinx,

25sin xcos x +cos x = 2cos
25in XCOS X +Cos x —2cos’ x—sinx=0,
2cos x(sin x—cos x)—(sinx—cos x) =0,
(sinx—cosx)(2cosx—1)=0
sinx—cosx=01lub 2cosx—1=0,

) 1
sinx = cos x lub Cosx:E.

Podajemy rozwigzania tych rownan lezace w przedziale <O, 27z> :

w= " tub =" tub x =27 b x=2
3 4 4 3
Mozemy to zrobi¢ np. odczytujac odpowiednie argumenty funkcji cosinus oraz te argumenty

funkcji sinus i cosinus, dla ktérych przyjmuja one te samg warto$¢.



a

o N - (] °
Www.zaaani

8 Arkusz egzaminacyjny z matematyki
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w6 w3 b 2®/3  5/6 6 4w/3 RI2 0 Sw/3 11w/6 o 134/6

-----

y=sin x

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ceveveeessnnreessssnnreccsnnns

1 pkt

Zdajacy zapisze rownanie w postaci iloczynowe;j: (sin X—CO0S x) (2 COS X — 1) =0.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep

Zdajacy zapisze alternatywe dwoch réwnan, np.:
1
sinx =cos x lub cos x = 5

Rozwigzanie prawie pelne

....2 pkt

3 pkt

Zdajacy rozwigze jedno z rOwnan w przedziale <0, 27r> :

sinx =cos x dla ng lub x=%r(x=45°, x=225°)

albo

5
% lub x=2% (x=60°, x=300°).

cosx:l dla x=
2 3

ROZWIZanie PEINeE .......uiieeiiiviiiiiniiiiniiisitinsinensnnicssnicsssnicssssicssssscssssessssesssssesssssssssaes

Zdajacy wyznaczy wszystkie rozwigzania danego rownania w przedziale <0, 27z> :

=Z 1ub x=Z b x=2F lub x=F
3 4 4 3

albo
x=060° lub x=45° lub x=225° lub x=300°.

Zadanie 4. (4 pkt)
Wykaz, ze prawdziwa jest rownos¢ 3/9 +/80 + 3j9 —/80 =3.

Rozwiazanie

Oznaczamy lewg stron¢ wyrazenia przez x i zapisujemy rownanie: %/ 9++/80 + %/ 9—/80 = x.

Podnosimy obie strony rownania do potegi trzeciej 1 otrzymujemy:

9480 +3{(9-+VBO) (98D +37(9-+ &0 ) (980 +9—B0=r'

Przeksztatcamy lewga strone tego réwnania i otrzymujemy:
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18+3g/(9+\/%)(9—\/%)(%/9+\/%+%/9—\/%)=x3,

a stad

18+3(%/9+\/%+3/9—\/%)=x3.

Zauwazamy, ze w nawiasie otrzymalismy liczbe x, zatem otrzymujemy réwnanie:
x —3x—18=0.
Rozktadamy lews strong tego rownania na czynniki: (x— 3)()(2 +3x+ 6) =0. Poniewaz

trojmian kwadratowy x” +3x+6 nie ma pierwiastkow, zatem jedynym rozwigzaniem
rownania x° —3x—18=0jest x=3, co konczy dowdd.

Schemat oceniania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA ..ccuueeireiiieiniiiiiiieintncsnnentecsnesnsissstssssesssessssssssesssssssssssssssssassssssssases 1 pkt

Zdajacy zapisze rownanie z niewiadoma x: 3j9 ++/80 + %/9 —+/80 = x, podniesie obie strony
réwnania do potegi trzeciej 1 zapisze rOwnanie w postaci, np.:

9+«/@+3{/(9+\/%)2 (9—\/%)+3{/(9+\/%)(9—«/@)2 +9—\/@=x3 1 na tym zakonczy

lub dalej popeini btedy.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ....2 pkt

Zdajacy wykorzysta wzory skroconego mnozenia i przeksztatci rownanie do postaci, np.:

18+3g/(9+@)(9—@)(%/9+\/%+%/9—\/%)=x3 lub

1843 (i/ 9++/80 + 3/ 9—/80 ) =X ina tym zakonczy lub dalej popetni bledy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....3 pkt

Zdajacy zapisze rownanie z niewiadomg x w postaci: x’ —3x—18=0.

ROZWIQzZanie PeINe .......uuueeeeiiiiiiiiiiiiiiiniinennticensnnnnennsiesesssssssssssssssssssssssssssessse 4 pkt

Zdajacy rozwigze rownanie 1 wyciagnie wnioski.
Uwagi
1. Jezeli zdajacy wyznaczy liczbe x =3 i nie sprawdzi, Ze jest ona jedynym rozwigzaniem
rownania x° —3x—18=0, to otrzymuje 3 punkty.
3 3
2. Jezeli zdajacy zauwazy, ze 9+ J80 = (%+%\/§] oraz 9—+/80 = (%—%\Ej inatym
poprzestanie lub dalej popetnia btedy, to otrzymuje 3 punkty.

3 3
3. Jesli zdajacy zauwazy, ze 9+@=(%+%«/§J oraz 9—\/%=(%—%\/§j i zapisze

39++/80 +39-/80 =§/@+%\ET +3\/[§—%«Ej3 =%+%\E+%—%«E:3,

2
to otrzymuje 4 punkty.
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Zadanie 5. (3 pkt)
Uzasadnij, ze jezeli 2a+b >0, to 2a’ +b’ >3a’h.

Rozwigzanie
Przeksztalcamy nierdwnos$¢ w sposob rownowazny:

2a° -3a’h+b’ 20,
2a° -2a’b—a’b+b’ >0,
24’ (a—b)—b(a’ —b*) 20,
2a*(a=b)=b(a=b)(a+b)20
(a—b)(2a2—ab—b2)zo,
(a—b)(2a" —2ab+ab—b") >
(a—b)(2a(a—b)+b(a—b))=0,
(a—b) (2a+b)>0.

Ostatnia nier6wnos¢ jest prawdziwa, gdyz jej lewa strona jest iloczynem dwoch liczb
nieujemnych: nieréwnos¢ (a —b)2 >0 jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej a i dla
kazdej liczby rzeczywistej b, a z zalozenia 2a+b>0.

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ... 1 pkt

Zapisanie lewej strony nieréwnosci 2a’ —3a’b+b’ >0 w postaci iloczynu,
np. (a—b)(Za2 —ab—bz) >0.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 2 pkt

Zapisanie lewej strony nierownosci (a—b) (2a2 —ab —bz) >0 w postacl iloczynowej,
(a—b)(a—b)(2a+b)>0.

ROZWIgZanie Pee .......iiiniiriniiiiniiiininiicnntinninicnnninsnicsssiesssncssssncssssssssssssssssssssssesnss 3pkt

Przeprowadzenie petnego dowodu.

Zadanie 6. (5 pkt)

W réwnolegtoboku ABCD miara kata ostrego jest rowna 30°, a odlegtosci punktu przecigcia
si¢ przekatnych od sgsiednich bokoéw réwnolegtoboku wynoszg 2 i J3. Oblicz dtugos¢
krotszej przekatnej tego rownolegtoboku.

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku i niech |AB| = |DC | =

:|AD|:
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Z tresci zadania wynika, ze |OE| = x/g, |OF| =2, |EE1| = |DG| oraz |D DAB| =30°.
Zatem |EE,|=23 i |FF|=4, gdyz punkt O jest $rodkiem symetrii rownolegtoboku.
Pole rownolegloboku jest rowne

Pyep =a-|EE|=2\3-a i Py, =b-|FF|=4-b.

Stad 2\Ea =4pb, zatem aq = ib .
NG
Z definicji funkcji sinus dla trojkata AGD otrzymujemy
DG 2 1
sin30°:u , czyli £ =—.
|AD b

Stad b:4\ﬁ, zatem a:i-4\/§:8.

Ng]

Z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABD otrzymujemy
|BD|" =|AB|" +|AD|" —2|AB|-|AD|-cos|[) DAB

2

|BD|2 =a’+b"—2a-b-cos30°,
|BD[ =82+(4\/§)2—2-8-4\/§-§=64+48—32~3=16,

Stad |BD|=4.

Schemat oceniania rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA cauueeneenneeirnnineniiaensnenisnensnnsssesssessssnsssesssasssssssssssssasssssssasssssssssasssssssassss 1 pkt

Wprowadzenie oznaczer i obliczenie wysokosci rownolegtoboku: |EE,|=24/3 i |FF|=4.

Rozwigzanie, w KtOrym jest iStotny POSTEP ..cceevverecrrerecssnrcssnncssnncssnsncssssncsssssssssessssnesnns 2 pkt
Wyznaczenie dtugos$ci jednego z bokow rownolegtoboku w zaleznosci od dlugosci drugiego,
np.: a= %b .

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....3 pkt

Obliczenie dlugosci bokéw rownolegltoboku: a =8, b= 43

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) 4 pkt
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Wykorzystanie twierdzenia kosinuséw do wyznaczenia dlugos$ci krétszej przekatnej

rownolegtoboku: |DB|2 =8’ +<4\/§)2 —2.8.4\/§.cos |D DAB| .

ROZWIQZanie PEINe ....cuueeeeeuiiiniiiiinticinniineciticnnnnesieccsiesnesssessssesssesssssssssssssssssessse S pkt

Obliczenie dlugosci krotszej przekatnej rownolegtoboku: |BD| =4,

Uwaga
Jesli zdajacy blednie wyznaczy warto$¢ cos30° i1 konsekwentnie doprowadzi rozwigzanie
do konca, to otrzymuje 4 punkty.

Zadanie 7. (4 pkt)
Punkty A=(2,0) i B=(4,2) leza na okregu o réownaniu (x—1)*>+(y—3)> =10. Wyznacz na
tym okregu taki punkt C, aby trojkat ABC byt trdjkatem rownoramiennym o podstawie AB.

Rozwiazanie
Poniewaz trojkat ABC o podstawie AB jest rOwnoramienny, w ktorym |AC | = |BC

, wiec

punkt C lezy na symetralnej odcinka AB.

\ 4

Wyznaczamy rownanie symetralnej odcinka AB. Jest to prosta przechodzaca przez srodek P
odcinka AB 1 $rodek S danego okregu. Wspoirzedne srodka P odcinka AB sg rowne

p:(ﬂ,w] :(3,1) ,
2 2
natomiast S = (1,3) . Symetralna odcinka AB ma wigc roOwnanie postaci
1=-3)(x=D=C-D(y-3)
(2)(x-D=2(y-3),
y=—x+4.
Punkt C lezy na symetralnej odcinka AB 1 jednoczesnie lezy na danym okreggu, wigc
rozwigzujemy uktad rownan:

(x=1)*+(y=3)*=10
y=—x+4

Stad otrzymujemy rownanie kwadratowe
(x=1)*+(-x+1D*=10,
x> =2x-4=0,
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Roéwnanie to ma dwa rozwigzania
x,=1-4/5 lub x, =1+\j§.
Zatem sg dwa takie punkty C
C, =(1-5,3+5) lub C, = (1++/5.3-45).

Uwaga
Roéwnanie symetralnej odcinka AB mozemy wyznaczy¢ rOwniez w inny sposob:

e Symetralna odcinka AB jest prosta do niego prostopadia i przechodzi przez §rodek tego
odcinka. Wyznaczamy réwnanie prostej AB: (0—2)(x—2)=2—-4)(y—2),stad y=x—-2.
Srodek P odcinka AB wyznaczamy tak jak w I sposobie rozwigzania: P =(3,1). Prosta

prostopadta do prostej AB 1 przechodzaca przez punkt P ma wspotczynnik kierunkowy
m=—1,stad: y—1=-1(x—3) czyli y=—x+4.

e Skorzystamy z faktu, ze symetralna odcinka AB to zbiér wszystkich punktéw
ptaszczyzny jednakowo oddalonych od koncéw A i B tego odcinka. Jezeli punkt

, albo

M = (x,y) nalezy do tej symetralnej, to prawdziwa jest rownos¢ |AM | = |BM
rownowaznie |[AM|* =|BM[*. Wykorzystujac t¢ réwnos¢ otrzymujemy kolejno:
(x=2)" +(y=0)" =(x=4)* +(y—2)’
X —4x+4+y =x" —8x+16+y’ —4y+4
4x+4y=16,czyli y=—x+4.

e Wyznaczamy wspolczynnik kierunkowy prostej AB: m,, = 4—_(2) =1. Symetralna odcinka

AB przechodzi przez §rodek danego okregu i jest prostopadta do boku AB. Prosta
prostopadta do prostej AB i przechodzaca przez punkt S = (1,3) ma wspotczynnik

kierunkowy m=—1, wigc mozemy napisac jej rownanie: y—3=—1(x—1) czyli
y=—x+4.

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ... 1 pkt

Wyznaczenie rOwnania symetralnej odcinka AB: y=—-x+4.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 2 pkt
Zapisanie uktadu rownan pozwalajgcego na wyznaczenie wspotrzgdnych poszukiwanego
punktu C

(x=1)>+(y-3)* =10
y=—x+4

i przeksztatcenie go do postaci rownania kwadratowego, np. x> —2x—4=0.

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) 3 pkt

e Rozwigzanie rownania kwadratowego: x, =1— J5, x, =1+ \J/5 inie obliczenie lub
obliczenie z blgdem rachunkowym drugich wspotrzednych punktow C, i C,
albo
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e rozwigzanie rownania kwadratowego z btgdem rachunkowym i konsekwentne
obliczenie drugich wspotrzednych punktow C, 1 C,
albo
e rozwigzanie rownania kwadratowego: x, =1— J5, x, =1+ V5 , odrzucenie jednego
z rozwigzan 1 konsekwentne obliczenie drugiej wspotrzednej jednego z punktow C,
albo C,.

ROZWIQZanie PeINe ......ieiiiiiiiinitiniiniinenntennnnnesneennessnesssesssssssesssssssessssssssesssss 4 pkt
Wyznaczenie wspotrzednych wierzchotka C: C, = (1— \/g , 3+ \/g ) lub C, =1+ «/5 ,3— \/g ).

Zadanie 8. (3 pkt)

.. L . r 1+cos’ 2a
Wykaz, ze dla dowolnego kata o prawdziwa jest tozsamo$¢ sin®  + cos* a = —

I spos6b rozwiazania
Przeksztatcamy kolejno lewa strone tej rownosci:

. . 2 .
sin* a+cos* a = (sm2 o +cos’ a) —2sin’ acos’ a =
. 2 .
(sin2a)”  2—sin*2a _1+cos’2a
2 2 2

=1—2(sin0500505)2 =1-

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do

calkowitego rozwiazania zadania 1 pkt

Zdajacy
e doprowadzi lew strong tej rownosci do postaci 1—2(sina cos a)2

albo
) ., .. . 2—sin’ 2«
e zapisze prawa strong tej rowno$ci w postaci ——————

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ...2 pkt

Zdajacy doprowadzi lewg strone tej rownosci do postaci 1— 2(sin o COs 04)2 oraz zapisze

)
prawa stron¢ w postaci # 1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

ROZWIQZANIE PEINE c..cennerirririrniiinniiinnnicnsnnicnsnnicssnnisssnnessssnssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssnes 3 pkt
Zdajacy przeprowadzi pelne poprawne rozumowanie.

11 sposdb rozwiazania
Przeksztatcamy kolejno prawg strong¢ tej rownosci:

2
2 < 2 . .
_1+00522a_1+(C05 a —sin 05) _1+cos* a—2sin’ acos’ a+sin’ a
2 2 2

P
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1> -2sin’ acos’ a +sin* a+cos* a

2
. 2 2 \? . 2 2 .4 4
(sm a +cos a) —2sin“acos” a+sin” a+cos” a
2
B sin® @ + 2sin” @ cos® @ +cos* @ —2sin* @ cos® @ +sin* a +cos”* & B
— > —

2sin* a +2cos* a
2

=sin*a+cos*a=1L.

A to konczy dowod.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do

calkowitego rozwiazania zadania 1 pkt

Zdajacy doprowadzi prawg strong tej rownosci do postaci
1+cos* a—2sin” acos’ a +sin' a
2

i na tym zakonczy lub dalej popeini biedy.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ....2 pkt
Zdajacy doprowadzi prawg strong tej rownosci do postaci

.2 2 \? ) 2 . 4 4
(Sln o + COS Ot) - 2Sln aCcoS a+SIn a+CoS &
2

1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

ROZWIQZANie PEINE c.c..uuueiieiriiiiiiiritiiintnictticnnticntesnecssniessssscssssecssssssssssssssssssssssssnns 3 pkt
Zdajacy przeprowadzi pelne poprawne rozumowanie.

I1I sposo6b rozwiazania
Poniewaz dla dowolnego kata « jest prawdziwa tozsamos¢

sina+cos’a=1,

wigc
.2 2 \?
(sm o +cos a) =1.
Stad
.4 ) 2 4
sin" a+2sin“ acos“a+cos  a=1,
czyli
2sin* @ +2cos* @ =1+sin* @ —2sin* @ cos® a +cos* « ,
. 2 2 \?
o A 1+(s1n o —Cos a)
sin"a+cos” a =
2
A zatem

2
w . 1+(=cos2a)
sin®  +cos’ @ = ————,

co konczy dowod, dlatego ze (—cos Za)2 =(cos 205)2 =cos’ 2c .
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Schemat oceniania II1 sposobu rozwiazania
Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do

calkowitego rozwiazania zadania 1 pkt

Zdajacy zapisze lub wykorzysta tozsamos¢
sin* a+2sin” acos® a+cos* a =1
i na tym zakonczy lub dalej popetni biedy.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ....2 pkt
Zdajacy doprowadzi rownos¢ do postaci rOwnowaznej

2
1+(sin® a —cos’ & 2
sin*a+cos*a = ( ) lub 1—%sin22azw
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
ROZWIQZaNie PEINE c....uuueiicniriniiiiiiittiintiictticiticnntenntessntessnsecssssscssssssssssssssssssssssssanns 3 pkt

Zdajacy przeprowadzi pelne poprawne rozumowanie.

IV sposob rozwiazania
Przeksztatcamy tozsamos¢ nastepujaco:

2(sin405+cos4 05)=1+cos2 2,
2(sin4 a+cos’ a) =cos” @ +sin’ o +cos’ 2« ,

.2 2 \? ) 2 2 .2 ) 2 \?
2(sm o —cos a) +4sin” @ cos” & = cos” & +sin a+(sm o —cos a) ,
sin® & —2sin” @ cos® a +cos® @ +4sin” @ cos” & = cos” & +sin’ &,
sin* @ +2sin® acos® a +cos* a =cos® a +sin’ a,

. 2 2 \? 2 . 2
(sm o +cos a) =cos’a+sin‘«a,
1=1, dla dowolnego « .

Schemat oceniania I'V sposobu rozwiazania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do

calkowitego rozwiazania zadania 1 pkt

Zdajacy zapisze tozsamo$¢ w postaci rownowaznej, w ktorej wystapia tylko funkcje kata o
2(sin2 o —cos’ a)2 +4sin® acos’ a =cos’ a +sin” a + (sin2 a —cos’ a)2
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ....2 pkt
Zdajacy doprowadzi rownos¢ do postaci rOwnowaznej

) 2 2 2 2
(SlIl o +COS a) =Cos " a+Sin" o«

1 na tym zakonczy lub dalej popetni biedy.

ROZWIQZANIE PEINE wauceuneeenrreniriiitientinttinnineentenntenaeneesneesnessssssssssssesssssssssssssssssesssse 3 pkt
Zdajacy przeprowadzi petne poprawne rozumowanie.

V sposéb rozwiazania:
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Przeksztatcamy tozsamos¢ nastepujaco:

2
(l—cos2 a)z +costa = M )
2
czyli
) \ 1+(2cos2 05—1)2
1-2cos”"a+2cos” a = 5 ,
A zatem

1+4cos* a—4cos’ a+1
1-2cos’ a+2cos* a = ,

2
, \ 2(2cos4a—2cos2a+1)
1-2cos"a+2cos” a = 3 ,
1-2cos* a+2cos* a=2cos* a—2cos* a+1,

L=P.

Schemat oceniania V sposobu rozwigzania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do

calkowitego rozwiazania zadania 1 pkt

Zdajacy zapisze tozsamo$¢ w postaci rtownowaznej, w ktorej wystapi tylko jedna funkcja kata
a,np.:

1+(2cos2 05—1)2
2

1-2cos’a+2cos’ a =

i na tym zakonczy lub dalej popetni biedy.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ....2 pkt
Zdajacy doprowadzi réwno$¢ do postaci rownowaznej
1+4cos* o —4cos” a+1

2

1-2cos’ a+2cos* a =

1 na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

ROZWIQZANie PEINE c.c..uuueiineiriniiiniritiicntticnnticnnticnenennnncssstessssnesssssessssessssssssssssssssssssnns 3 pkt
Zdajacy przeprowadzi petne poprawne rozumowanie.

Zadanie 9. (5 pkt)

Podstawg ostrostupa prawidtowego trojkatnego ABCS jest trojkat ABC . Kat nachylenia
krawedzi bocznej AS do plaszczyzny podstawy ostrostupa jest rowny katowi miedzy
krawedziami bocznymi AS 1 BS zawartymi w $cianie bocznej ASB tego ostrostupa (zob.
rysunek). Oblicz kosinus tego kata.

I sposob rozwiazania

Niech O bedzie srodkiem ciezkosci trojkata rownobocznego ABC, a dhugoscig krawedzi
podstawy ostrostupa, b dlugoscig krawedzi bocznej, @ za§ miarg réwnych katow:

a =1 SAO|=|1 ASB|.
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S

A
Z trdjkata prostokagtnego AOS otrzymujemy rOwnanie:

a\3

Cosa =——.

3b
Natomiast z twierdzenia cosinusoéw dla trojkata ABS otrzymujemy:
2b° —a’
cosq =———.
2b

Po poréwnaniu prawych stron obu réwnan oraz po uporzadkowaniu otrzymujemy rownanie
kwadratowe (z niewiadomg a i parametrem b ):

3a® +2ab\3 —6b> =0.

b(V21-13)

Dodatnim rozwigzaniem tego rOwnania jest a = . Podstawiamy to wyrazenie na

J7-1
e

przyktad do pierwszego z rownan 1 po wykonaniu obliczef otrzymujemy cosa =

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
pelnego rozwiazania zadania 1 pkt

Zdajacy
a3

e wyznaczy cosinus kata SAO: cosa = ET

albo
2 2

e wyznaczy cosinus kata ASB: cosa = 21)2761
i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ....2 pkt
Zdajacy wyznaczy cosinusy obu katow:

2b° —a’
cosa = icosa= >
2b

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....3 pkt

2 2
a;]/f = 2b2b2a , doprowadzi ja do postaci rownania kwadratowego

z jedng niewiadoma np. a i parametrem b, np. 3a’ + 2ab\3-6b> =0 i podejmie probe

Zdajacy zapisze rownos¢

rozwigzania tego rownania, obliczajac na przyktad wyroznik trojmianu 3a” + 2ab\3 — 61

A=12b*+72b
i na tym zakonczy lub dalej popeini biedy.

Uwaga

Jezeli zdajacy rozwazy rownanie z niewiadoma b i parametrem a: 6b° — 2ab\/§ -3a’ =0, to

wyréznik trojmianu 6b° —2ab[3 —3a* réwna sie A=12a> +72a" .

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) 4 pkt

ROZWIQZanie PeINe ......uucueeeuiiniiiniiiiiiiiniinecitentnnnennesnnesssessesssssssesssssssssssssssssessse S pkt
Zdajacy rozwigze powyzsze rownanie, a nastepnie obliczy cosinus szukanego kata:

J7-1

cos =——.

I1 sposob rozwiazania

Niech O bedzie srodkiem cigzkosci trojkata rownobocznego ABC, a — dlugosciag krawedzi
podstawy ostrostupa, b — dtugoscia krawedzi bocznej, & — miarg réwnych katow,

a =[] SAO| =] ASB.

A '. B
Z trojkata prostokatnego AOS otrzymujemy rOwnanie:

a\3

cosa=3—,skqd b=

a\3

3cosar
Natomiast z twierdzenia cosinusoéw dla trojkata ABS otrzymujemy:

a’=2b"(1-cosa).
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Podstawiamy do drugiego rGwnania w miejsce b wyrazenie i po wykonaniu

3cosa
przeksztalcen otrzymujemy roéwnanie
3cos’a+2cosa—2=0.
Roéwnanie powyzsze ma dwa rozwigzania

~1-7 —1+47

CcCosax =

3 3
. TS N . . .
Odrzucamy pierwsze rozwigzanie, poniewaz 3 < —1, wigc szukany cosinus kata jest
rowny
—1+47
cosa = T

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
pelnego rozwiazania zadania 1 pkt
Zdajacy wyznaczy cosinus kata SAO

a\3

cosa =——
3b

albo
zapisze rOwnanie wynikajace z twierdzenia cosinusow w trojkacie ABS, np.

a’ =2 (1-cos )
1 na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ....2 pkt
Zdajacy zapisze obydwa zwiazki:

a3

cosa=——ia’=2b*(1-cosar)
3b

i na tym zakonczy lub dalej popeini btedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....3 pkt
Zdajacy zapisze rownanie trygonometryczne z niewiadomg pod znakiem funkcji cosinus, np.
2
1= I-cosa
3cos’ a ( )

i na tym zakonczy lub dalej popetni btedy.

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) 4 pkt

ROZWIQZANIe PEINE c...ceuverirrerirnriinniicinnicnsnnicssnnicssnnssssnnisssnsssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssses S pkt

Zdajacy rozwigze powyzsze rownanie, odrzuci rozwigzanie cosa =

1 zapisze, ze

. . -1
cosinus szukanego kata jest rowny \ﬁ .
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Zadanie 10. (4 punkty)

Liczby a,, a,, ..., a, sa dodatnie 1 w podanej kolejnosci tworza ciag geometryczny.

n

Uzasadnij, ze prawdziwa jest rOwno$¢ '(/ a-a,-.a, = \/ a-a,.

n

1 sposéb rozwiazania

Poniewaz wyrazy ciggu geometrycznego s3a dodatnie, wigc iloraz ¢ tego ciagu tez jest

liczba dodatnia.

Ze wzoru na n-ty wyraz ciggu geometrycznego i otrzymujemy
a-a,a-.a,=a,(aq)(aq") .- (aq"")=(a) g

Ciag 1,2,3,..., n kolejnych liczb naturalnych jest arytmetyczny i jego suma jest rOwna:

14n—1 1
T en=""",
2 2

142+..+(n-1)

1+42+..+(n—-1 =

Stad

n—1 n n—-1\"
n 4+2+.+(n-1) _ n 2 2
a -q =4 -q =g .

Lewa stron¢ rownosci mozemy wigc zapisa¢ w postaci

I
2 n-1\p _ n-1 __
(al'q ) =\Na-a-q  =4a-a,,

co konczy uzasadnienie.

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

FOZWIigZaNia ZAUANIA ..eeeeeveeeiisneenisnniiisnnenisnnesissnesssnessssnessssesssssesssssesssssessssssessssssssssesssssssses 1 pkt

Zastosowanie wzoru a, =a,q""' i zapisanie iloczynu q,-a, -a; -...-a, W postaci a - g+,

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ... 2 pkt
. . n—1

Wyznaczenie sumy ciggu arytmetycznego: 1+2+...+(n—1)= - n.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 3 pkt

1
Zapisanie lewej strony rownosci w postaci: (a12 q"R.
ROZWIgZanie PeIe ........iiiiviiiniiiiniiiintiininincnsnicsnnicnnnicsssnessssncsssnessssnesssssssssssssssesses 4 pkt

Uzasadnienie, ze (412 q"" ); = «/01 a-q"" =\aa, .

II sposob rozwiazania

Obie strony réwnosci 2/a, - a, -...-a, =./a, -a, podnosimy do potegi 27 i otrzymujemy:

2
(al '612 '...‘CZ”) :(al .an)n‘
Przeksztatlcamy te rownos¢ w sposdb rownowazny, korzystajac ze wzoru na n-ty wyraz ciggu
geometrycznego:
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(al (aq)- (a1q2)'~--' (alq"_]))Z = (al .(alq"—l ))‘ ’

(a]n _q1+2+“.+(n—l))2 _ a12n 'qn(nfl).
Ze wzoru na sum¢ poczatkowych wyrazoéw ciggu arytmetycznego otrzymujemy
I+n-1 -1
1424+ (n—1) = Z (n—1) =”T-n,

i zapisujemy lewg stron¢ w postaci:

2
n
2 —(n-1)
n 14+2+..+(n-1) _ 2n _ 2n n(n—-1)
(al q ) =4q _[qz J =a g s

co konczy dowod.

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZANIA ZAAANIA ..ecoueeeinenniinniniieninennieniteennecseisssesssessssessessssesssesssssessasssssssssssssssssans 1 pkt

Zastosowanie wzoru a, =a,q"”" i zapisanie rownosci w postaci

(al : (aIQ) . (aqu) et (alqnil))z = (al . (alqnfl)yl X
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep .. 2 pkt

. . n—1
Wyznaczenie sumy ciggu arytmetycznego: 1+2+...+(n—1) = - n.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 3 pkt

2
. . . , , . . on g("*l)
Zaplsanle lewej strony rownosci w postact: a - q .

ROZWIgzanie Pelne ......iiiiiiiiiiiniiiiinninneintinniisnnnneinsisiesssssssssesssssssssssssssesssss 4 pkt

1424 +(n-1) )2 2 n(n-1)

Uzasadnienie, ze (al” q =a"-q

Zadanie 11. (4 pkt)
Suma dlugosci dwoch bokow trojkata rowna sie 4, a kat miedzy tymi bokami ma miarg 120°.
Oblicz najmniejszg wartos¢ sumy kwadratow dtugosci wszystkich bokéw tego trojkata.

Rozwiazanie
Niech a i b oznaczaja dlugosci tych bokow tego trojkata, miedzy ktorymi jest zawarty kat
120°, za$ ¢ dlugos¢ trzeciego boku trojkata. W zadaniu nalezy obliczy¢ najmniejsza wartosci
funkcji S okre$lonej wzorem S =a’ +b” +c’. Poniewaz a+b =4, za$ z twierdzenia
cosinusow wynika, ze ¢* =a’ +b° +ab, wiec S mozemy zapisaé jako funkcje kwadratowa
zmiennej a, okreslong wzorem:

S(a) =3a’ —12a+32 gdzie ae (O, 4) :
Poniewaz a =2 jest pierwszg wspotrzedng wierzchotka paraboli bedacej fragmentem
wykresu funkcji S oraz 0 < a < 4, wiec S, (2) =20, co oznacza, ze najmniejsza warto$¢

sumy kwadratow dlugosci bokow tego trdjkata jest rowna 20.
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Schemat oceniania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest wprawdzie niewielki, ale konieczny na drodze do
pelnego rozwigzania zadania 1 pkt
Zdajacy wyznaczy kwadrat dtugosci trzeciego boku tego trojkata

=a’ +b” +ab
1 na tym zakonczy lub dalej popetni biedy.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....3 pkt
Zdajacy zapisze sume kwadratow dhugosci bokow tego trojkata jako funkcje jednej zmiennej
S(a) =3a’ —12a+32 lub S(b) =3b"—12b+32

i na tym zakonczy lub dalej popetni biedy.
Uwaga

Jezeli zdajacy zapisze sum¢ kwadratow dlugosci bokéw tego trojkata jako funkcje jednej
zmiennej z btedem rachunkowym 1 na tym zakonczy, to otrzymuje 2 punkty.

ROZWIQZANie PEIE c....uuueiiceiriniiiiiiiniicnttinttncntccntesnecsssnessssscssssscssssnssssssssssssssssssssnes 4 pkt
Zdajacy obliczy i zapisze, ze najmniejsza warto$¢ sumy kwadratow dlugosci bokoéw tego
trojkata jest rowna 20.

Zadanie 12. (4 pkt)

Pierwiastkami wielomianu stopnia trzeciego sa liczby 1, 3, 5. Wspétczynnik przy najwyzszej
potedze zmiennej tego wielomianu jest rowny 5 Uzasadnij, ze dla kazdej liczby catkowite;j

nieparzystej warto$¢ tego wielomianu jest liczbg podzielng przez 24.

Rozwiazanie
Wielomian mozemy zapisa¢ w postaci W (x)= % (x—=1)(x-3)(x-5).

Niech 2n+1 bedzie dowolng liczbg catkowita nieparzysta, gdzie n jest liczba catkowita.
Wowcezas

w(zm):%(2n+1_1)(zn+1_3)(2n+1_5):%.zn(zn_z)(zn_zx):
:n-Z(n—l)-2(n—2):4-n-(n—1)-(n—2).
Liczby n—2, n—1, n s3 trzema kolejnymi liczbami catkowitymi, wigc wsrdd nich doktadnie

jedna jest podzielna przez 3 i co najmniej jedna jest parzysta. Zatem iloczyn
4-n-(n—1)-(n—2) jest podzielny przez 4-2-3=24.

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania 1 pkt
Zdajacy

e zapisze wielomian w postaci iloczynowej: W (x) = % (x — 1) (x — 3) (x - 5)
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albo
e zapisze wielomian w postaci ogolnej, wykorzysta informacje¢ o pierwiastkach wielomianu
1 zapisze uklad rownan pozwalajacy obliczy¢ wspotczynniki tego wielomianu, np.:

L P sa+p1+c=0
2
1
W(x):5x3+ax2+bx+c i %-33 +a-3*+b-3+c=0
%-53 +a-5>+b-5+c=0
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ....2 pkt

Zdajacy
e zapisze warto$¢ wielomianu dla liczby catkowitej nieparzystej, np.:

W(2n+1)=%(2n+1—1)(2n+1—3)(2n+1—5)

albo
e obliczy wspotczynniki wielomianu i zapisze warto$¢ wielomianu dla liczby catkowitej

nieparzystej, np.: W(2n+1) = %-(Zn+1)3 —%-(2n+1)2 +% . (2n+1)—§.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....3 pkt
Zdajacy zapisze warto$§¢ wielomianu dla liczby catkowitej nieparzystej w postaci

W(n):4-n-(n—l)-(n—2).

ROZWIQZanie PeINe .....uucueeeueiiniiiiniiiitiintintnteninnnennecnneessisnsssssessesssssssssssssssssessse 4 pkt
Zdajacy uzasadni, ze warto$¢ wielomianu dla liczby catkowitej nieparzystej jest podzielna
przez 24.




