Matura probna — matematyka poziom rozszerzony
Zadanie 1 (1pkt)
Jaki jest zbiér wartosci funkcji f(x) = |5 cos 2x — 1 — V2|, jesli x € (— %,9?
(a) (0,6 +v2) //gdy pominie przedzial na x i policzy dla x € R
(b) (0,% ++/2) //prawidlowa odpowiedz

(c) (4 — \/7,% ++/2) //gdy tylko obréci nieréwnosci podczas modulowania
(d)(—2—V2,4—V2) //gdy pominie modut

Rozwigzanie:

0

cos(2-(-3)) =ees (-3)

cos<2 : (g)) = cos(%) = cos(n—g) = —cosg= —%

cos0=1

Wiemy zatem, ze funkcja g(x) = cos 2x rosnie na przedziale (—%, 0)od0do1

oraz maleje na przedziale (0, g) od 1 do —% . Zatem z obserwacji wykresu oraz

obliczonych warto$ci w punktach skrajnych dochodzimy do nieréwnosci:
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5
—ESSCOSZXSS
7
—E—\/ES5COSZX—1—\/§S4—\/§
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Zadanie 2 (1pkt)
Niech x3 4+ ax? + b = 0, gdzie a, b € R. Wynika stad, ze:
(a) Wielomian nie moze mie¢ 3 réznych rozwigzan
(b) Suma wszystkich rozwigzan jest rowna (- b)
(c) lloczyn wszystkich rozwigzan jest rowny 0
(d) Jesli a < 0 to suma wszystkich rozwigzan jest dodatnia
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Rozwigzanie:
// trudnos¢ tego zadania ma polegac na tym, ze zdajacy, ktory zna wzory Vieta
na trzecig potege poradzi sobie bardzo szybko, lecz ten kto tylko je kojarzy
moze pomyli¢ dane réwnania, wigc odpowiedzi sg celowo sprecyzowane w
powyzszy sposOb (pomieszanie wzordw), za$ osoba nieznajgca ich musi
najpierw potrudzi¢ si¢ o wyprowadzenie
Ze wzorow Vieta na trzecig potege mamy:
X1 +Xx, +x3=—a
X1XyX3 = —b
X1Xy + X1X3 + X33 = 0

(a) Nie, np. dlaa = 2,b = —1 réwnanie ma trzy rozwigzania

(b) Nie, réwna si¢ - a

(c) Nie, rowna si¢ — b

(d) Tak, bo wtedy suma rozwigzan to —a = |a|

Zadanie 3 (1pkt)
Ile wynosi reszta z dzielenia x = 35°¢ — 16° przez 10?
(@) 1 //gdy wezmie cyfre jednosci x 1 nie podzieli przez 10
(b) 9 //prawidtowa odpowiedz
(¢) 0 //dowolna zta odpowiedz
(d) 6 //dowolna zta odpowiedz

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze kazda potega liczby 35 ma cyfre jednosci rowng 5, za$ kazda
potega liczby 16 ma ostatnig cyfre rowng 6. Wobec tego cyfra jednosci dla x to
|5 — 6] = 1. Stad po podzieleniu przez 10 otrzymamy resztg rowng 9.

Zadanie 4 (1pkt)
Niech beda dane liczby: a = 2790, b = 5300 ¢ = 3500 Wtedy:
(@ a>b>c
b)ya>c>bh
(c)b>c>a
(d) ¢ > a > b //prawidlowa odpowiedz
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Rozwigzanie:
//zdajacy musi wykazac si¢ umiejetnoscig porownywania liczb bez znania ich

doktadnych wartosci
2700_ 27 100_ 1284100 .
50 - (53) T (Es) ”
2700 ~, 5300
5300 B 53 100 - (125>100 -
3500 |\ 35 —\243
5300 ~ 3500
2700 B 27 100 ~ (128)100 -1
3500 |35 ~\243
2700 < 3500

Zatem:c>a>b

Zadanie 5 (1pkt)
Jaki jest okres podstawowy funkcji f(x) = 1 — 2sinmx ?
(a) 2m //gdy uzna, ze okres jest rowny okresowi sin x
(b) T //gdy zgaduje, ze nie moze to by¢ 2m, ale musi to zaleze¢ od
(c) 2 //prawidtowa odpowiedz
(d) 1 //aby poza poprawng odpowiedzig byta jakas inna niezalezna od

Rozwigzanie:
(r(x+T)) — (nx) =2m
T=2

Zadanie 6 (2pkt)

62 _c_ 8372
Niech n € N. Wtedy a = lim | V25— Yni+n
n—+oo \/ﬁ

|. Zakoduj kolejno cyfre setek,

dziesiatek 1 jednosci a.

Rozwigzanie:

//zwyczajnie na maturze spotykamy raczej tylko pierwiastek drugiego
1 trzeciego stopnia, wigc w tym zadaniu trzeba wykaza¢ si¢ umiejetnosciami
radzenia z trudniejszymi potegami
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(\/———+ \/1+ )(\/(E—n—g)z \/(—— )(1+%)+3 (1+%)2>-1

Teraz z tatwoscig mozemy policzy¢, ze:

—0-1
(%0=0+%/1+0)( ¥/ (0-0)%+3/(0-0)(1+0)+ /(1+0)?)-1

a =

Wobec tego musimy zakodowac cyfry: 001.

Zadanie 7 (3pkt)
Udowodnij, ze dla dowolnych a, b, ¢, d zachodzi nierd6wnos¢:
(a+b)2+Bb+c)+(c+d)?=ab+c)+blc+d)+cd

Rozwigzanie:
(a+b)2+b+c)+(c+d)?=ab+c)+b(c+d)+cd

a’?+ab+2b*+bc+2c*+cd+d*—ac—bd=>0
2

1 , (1 1 , 1 , 1 , 1, 1

“a-c+ <5a+b> 4o+ +(c+d+5(B—d) +c? +2a
=0

Na podstawie rownowaznego przeksztalcenia tezy doszliSmy do nierdwnosci,

o ktorej wiemy, ze zawsze jest prawdziwa, zatem teza takze jest prawdziwa.

c.n.d.



Zadanie 8 (3pkt)
sin 15°sin 75°sin 20°sin 70°sin 25°sin 65°
sin100°

Oblicz warto$¢ wyrazenia:

Rozwigzanie:
//wyrazenie jest iloczynem funkcji trygonometrycznych, ktéorych warto$ci
doktadnie nie znamy, wigc zdajacy musi odpowiednio przeksztatca¢ wyrazenie,
by dojs$¢ do postaci, ktorg jest w stanie policzy¢
sin 15°sin 75°sin 20°sin 70° sin 25°sin 65°
sin100°

1 ool o1
sin 15°cos 15° sin 20° cos 20° sin 25° cos 25°_ 5°SIN 30°-sin 40%>-sin 50
sin100° sin100°

1 [e] 3 o
1—6c0550 sin 50 1

sin 100° 32
Zadanie 9 (3pkt)
Dany jest czworokat ABCD. Kat ABC w tym wielokacie jest rowny 90°.
Przyprostokatne trojkata ABC maja dlugosci BC = Vo+vz 1 AB = %;ﬁ.

Przekatne czworokata przecinaja si¢ w punkcie E. Wiedzac, ze XEBC = 20°,
oblicz kat ostry, pod ktérym przecinajg si¢ przekatne tego czworokata.

Rozwigzanie:
//trudnos$¢ tego zadania ma polega¢ na tym, ze po obliczeniu tg <ACB mamy

2 —+/3, co nie nasuwa na mysl zadnego z katéow i musimy podja¢ inne

obliczenia
Z podanych informacji mamy:
Ve—v2 W6_V2 y2 V3 _y2.1
4 4 4 2 2 2 2
tg <ACB = = =
S T VeeV2 Ve, V2O V23 V21
4 4 4 2 2 2 2

_ sin45°cos 30° — cos 45°sin 30° _ sin(45° — 30°)
cos 45°cos 30° + sin45°sin 30°  cos(45° — 30°)
= tg(45° — 30°) =tg(15°)
Wobec tego mamy: XACB = 15°. Stad za§ wiemy, ze ¥BEC = 180° — 20° —

15° = 145°. Zatem szukany kat to: 180° — 145° = 35°.




Zadanie 10 (4pkt)

Ile jest liczb naturalnych, mniejszych od 10000, podzielnych przez 9, w ktérych
zapisie wystepuja wytacznie cyfry 0,1,2,3,4,5 oraz cyfry nie powtarzaja si¢
w zapisie danej liczby?

Rozwigzanie:

1. Jednocyfrowe: 0 = 1

2. Dwucyfrowe: 45,54 — 2

3. Trzycyfrowe:
Na pierwszym miejscu moze sta¢ 1/2/3/4/5. Nastgpnie wypisujemy
mozliwosci na II miejsce 1 dobieramy do niego trzecie, tak by suma cyfr
tworzacych liczbe byla podzielna przez 9. Nie zapominamy przy tym, ze
cyfry nie mogg si¢ powtarzac:

2 3 4 5
0 X 0 X 0 X 05 0 4
2 X 1 X 15 1 X 1 3
35 3 4 2 4 2 3 2 X
4 X 4 3 4 2 32 31
53 5 X 5 1 50 4 0

Zatem trzycyfrowe: = 16

4. Czterocyfrowe:
Na pierwszym miejscu moze sta¢ 1/2/3/4/5. Nastepnie wypisujemy
mozliwosci na Il miejsce 1 dobieramy do niego cyfry, ktore moga pojawic
si¢ na miejscu III 1 IV, tak by suma cyfr tworzacych liczbe byta podzielna
przez 9. Nie zapominamy przy tym, ze cyfry nie mogg si¢ powtarzac:

| 2 3 4 5
1,5

0 35 0 34 0 2.4 0 23 0 1,3

2 X 1 X I 5,0 I X 1 0,3

3 05 3 04 2 04 2 03 2 X

4 X 4 0,3 4 0,2 3 0,2 3 0,1

5 03 5 X 50,1 5 X 4 X

Zatem czterocyfrowe: — 18 -2 = 36 (bo cyfry wybrane na miejsce III
1 IV mozemy ustawi¢ na dwa sposoby)
Odpowiedz: takich liczb jest 55.



Zadanie 11 (4pkt)

Dane sg wyrazenia:
1 1 1 1 1
t—t—t—t——t—,
2110 10418 = 1826 = 26:34 = 3442 4250
Dla jakich warto$ci parametru x wyrazenia te spetniaja nastgpujace warunki:

a, =logsx, a, =

a; = logz; m.

® a,,a,,as to kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego
e Xx,m,a, to kolejne wyrazy ciggu geometrycznego
e xm€eER, x+0,m=0

Rozwigzanie:
Zajmijmy si¢ najpierw obliczeniem doktadnej wartosci a,. Kolejne utamki,
, . . 1 . . _x y _ n(x+y)+8x
ktore je tworzg sg postaci sy Zauwazmy, z€: nt8) 1 T nte . nmis)
Mamy zatem: x +y = 0, 8x = 1. Stad x = g, y=- %, przez co otrzymujemy:
1 1 1
nore o stesy Wobec tego:
1 1 1 1 1 1 1 1 24
=52 w10t ew st Tem Es0 sz sse a0 00

Z warunkow zadania otrzymujemy:
m=xa, = 0,06x
logs x + log; m = 2a,
logs(xm) = 2a,
log5(0,06x%) = 0,12

0,06x2 = 3012

0,12
, 3

0,06
bx=— |2

X
30,12 2
X = lu
0,06 0,06

Zadanie 12 (4pkt)

Dla jakich wartos$ci parametru x zachodzi f(x) > 0, jesli:
Lsin2x — Lsinx — ECosx + Q, X € (kﬂ,z + kn),k € Z
2 2 2 4 3 0

fGo = . .
tgx, x € (§+k7r,2k7r),k € Z



Rozwigzanie:

el 1 V2 +x/§_ _ V2 1
5 Sin2x — o sinx ——-cosx +— = (sinx 2)(cosx 2)

(sin X — \/2—7) (cos X — %) > 0 gdy zachodzi jeden z przypadkow:
V2 V2 n 3m
sinx ———>0 sinx > — xe(—+2kn,—+2kn)
2 2 4 4 N

1.1°
1 1 - T
cosx—z>0 cosx>§ XE(—+2k7T,—+2k7T)

3 3
= x € (5 + 2km, % + 2km)

V2 V2 3 o
sinx ——<0 sinx < — x€<7+2kn,7+2kn>
1.2° 2 = 2 5 N
1 1 E(E+2kn5—n+2kn)
cosx—§<0 cosx<§ X 3 '3

3n 5w
=> X € (T‘I- Zkﬂ,?‘F Zle')
Teraz musimy to polaczy¢ z warunkiem: x € (kn,% + kn).
Otrzymujemy: x € (g + 2kn,§ + 2km) U (T + an,%n + 2km)

2°tgx >0

Zatem x € (kT[,g + k), co faczymy jeszcze z warunkiem x € (% + km, 2km) 1
otrzymujemy x € (g + kn,% + km).
Wobec tego ostateczna odpowiedz to:
x € o+ 2km, =+ 2km) U (7 + 2km, =+ 2km) U G + km, = + k)

Uwaga: przedziaty te mozemy jeszcze uprosci¢ do tadniejszej postaci, lecz taka
posta¢ nam wystarczy

Zadanie 13 (4pkt)
Dla jakich wartosci parametru m € R podane rownanie jest sprzeczne?
x*+3m+4mx®> +4m> +3 =0

Rozwiazanie:
x*+3m+4mx?+4m?+3=0
x*+4mx? +3m+4m?+3=0
t=x%t>0,t’?°+4mt+3m+4m?+m=0



A= 16m? — 12m — 16m? — 4m = —16m
Rozwazymy teraz 3 sytuacje, gdy podane rownanie moze by¢ sprzeczne:
1°A< 0
—-16m <0
m> 0

A>0

200t +t, <0
t;-t, >0
m<0

1 —4m <0

3m+4m?+m>0

m<0

1 m>0

3m+4m?+m>0
meaQ@

(A=0
3 {t0<0

m=20
{ 4m<0
2

meQ

Zatem ostatecznie: m > 0

Zadanie 14 (Spkt)

W I urnie znajdujg si¢ 2 kule biale, 3 czarne 1 1 zielona. W II urnie jest 1 kula
biata, 2 czarne, 2 zielone. Na poczatku przektadamy jedng kulg z urny I do II,
nastepnie jeszcze jedng kule z I do II, po czym zabieramy jedng kule z II do I.
Jakie jest prawdopodobienstwo, ze po tych operacjach w I urnie zostang 2 kule
biate, 2 czarne 1 1 zielona.

Rozwiazanie:
Aby zaszla podana sytuacja musimy ostatecznie mie¢ wyrzucong jedng kule
czarng. Narysujmy drzewo tego zdarzenia:
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Pierwsze ,rozejScie” na B/C/Z symbolizuje zabranie 1 kuli, drugie rozejscie
zabranie II kuli 1 trzecie to przetozenie kuli z Il urny do I. Galgzie zaznaczone
petelka to te, ktére spetniaja nasz warunek. Po zastanowieniu si¢ jakie
prawdopodobienstwa pociagaja za soba poszczegdlne galezie otrzymujemy
prawdopodobienstwo zdarzenia rowne:

232 322 324 313 133 66 11
657 657 657 657 657 210 35

W ukladzie wspolrzednych dana jest figura
zamieszczona na rysunku. Wiedzac, ze trojkat
ABC jest prostokatny, P1,..,P5 to pola
odpowiednich figur, R1,R2,R3 - promienie
poszczegbdlnych  okregow, D = (3,4), bok
AC lezy na proste] y, =3x+ 5, P1+ P2 =10
oblicz R1,R2,R3, P5.




Rozwigzanie:
AB przecina si¢ z AC pod katem prostym, wigc:

AB:y, = —2x +b,
3
AB:y1=—§x+5
Ai—-a+5=3a+52a=0y,=52>4=(0,5)
R1=,(3-0)2+(4—-5)2=+10

2
(P2+ P4 = S5 = 1 (V10) 7 = 57
P1+P2=10
| P1+p3 =E2F
2
| P3+Pa+p5=ET
2 2
P3+pa="27 4 BT (py oy po)
R3)’m R)?m  ((R2)*m  (R1)*m
P5=( ) —(P3+P4)=( )'m_ (B2 +( ) —(P1+P2) | =
2 2 2 :
2 2
=(R32)n_<(R32)”_(p1_|_p2)>=P1+P2=10
10 = 200262, py VD

w5 = () + () = 2

Zadanie 16 (7pkt)
Dany jest graniastostup prosty o wysokosci H = 42. Graniastostlup ten ma
w podstawie trapez prostokatny taki, ze suma dluzsze; podstawy a 1 jego
5
\/—

wysokosci h jest rowna (log 103/2 — log 1—(;), za$ rami¢ trapezu jest rowne 2h.

Dla jakich warto$ci parametru a graniastostup ma najwieksza objetos$¢?

Rozwiazanie:
5

V2
a+h = (log103/2 — logl_()5) = log(10°) =6
h=6—-—awigca<6

Niech b - dlugos¢ krotszej podstawy:
(a — b)? + h? = (2h)?



(a — b)? = 3h?
b=a—+3h lubb =a++3h
Odpowiedz b = a + v/3h odrzucamy, bo b < a, czyli mamy:
b=a—-V3h=a(l++V3)-6V3
b>0wiqca(1+\/§)>6\/§ =a>6-2V3
Zatem: a € (9 — 3+/3,6)

_a+ a(vV3+1)-6v3 (

a+b
-h-H (6—a)-42 =

2 2
= 21(a%(-2—3) + a(12V3 + 12) — 36v/3)

V(a) =

V(a) jest funkcja kwadratowa o ujemnym wspotczynniku przy a?, zatem
najwicksza wartos¢ przyjmuje w wierzchotku:

_(12v3+12) ~
Y202 +43) =603 -1

a,, nalezy do dziedziny, wiec znalezliSmy poszukiwane a.

Matura probna — Joanna Matuszewska



