
Baltic Way 2008
Gda«sk, 8 listopada 2008

wersja polska

Czas trwania zawodów: 4.5 godz.
Za ka»de zadanie mo»na uzyska¢ maksymalnie 5 punktów.
Pytania mo»na zadawa¢ tylko na pi±mie podczas pierwszych 30 minut.
W trakcie zawodów mo»na u»ywa¢ tylko przyborów do pisania i rysowania.

Zadanie 1. Wyznaczy¢ wszystkie takie wielomiany p(x) o wspóªczynnikach rzeczywistych, »e

p((x+ 1)3) = (p(x) + 1)3

oraz
p(0) = 0.

Zadanie 2. Udowodni¢, »e je±li liczby rzeczywiste a, b i c speªniaj¡ równo±¢ a2 + b2 + c2 = 3, to
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2 + b+ c2
+

b2

2 + c+ a2
+
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2 + a+ b2
≥ (a+ b+ c)2

12
.

Kiedy zachodzi równo±¢?

Zadanie 3. Czy istnieje taki k¡t α ∈ (0, π/2), »e sinα, cosα, tgα i ctgα, wzi¦te w pewnej kolejno±ci, s¡
kolejnymi wyrazami ci¡gu arytmetycznego?

Zadanie 4. Wielomian P o wspóªczynnikach caªkowitych przyjmuje warto±¢ 5 dla pi¦ciu ró»nych liczb
caªkowitych. Udowodni¢, »e nie istnieje taka liczba caªkowita x, »e −6 ≤ P (x) ≤ 4 lub 6 ≤ P (x) ≤ 16.

Zadanie 5. Przypu±¢my, »e Romeo i Julia maj¡ po czworo±cianie foremnym. Do ka»dego wierzchoªka
tych czworo±cianów przypisali pewn¡ dodatni¡ liczb¦ rzeczywist¡, a do ka»dej kraw¦dzi � iloczyn liczb z jej
ko«ców. Nast¦pnie wpisali na ka»dej ±cianie sum¦ trzech liczb przypisanych do jej trzech kraw¦dzi. Okazaªo
si¦, »e cztery liczby zapisane na ±cianach czworo±cianu Romea, s¡ takie same jak liczby zapisane na ±cianach
czworo±cianu Julii. Czy to oznacza, »e liczby przypisane wierzchoªkom czworo±cianu Romea s¡ takie same jak
liczby przypisane wierzchoªkom czworo±cianu Julii?

Zadanie 6. Znale¹¢ wszystkie sko«czone zbiory liczb caªkowitych dodatnich, o co najmniej dwóch elemen-
tach, maj¡ce wªasno±¢: dla dowolnych dwóch liczb a, b (a > b) nale»¡cych do zbioru, liczba b2

a−b tak»e nale»y
do tego zbioru.

Zadanie 7. Ile jest takich par (m,n) liczb caªkowitych dodatnich, »e m < n oraz
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?

Zadanie 8. Rozwa»my taki zbiór A liczb caªkowitych dodatnich, »e najmniejszy element A jest równy 1001
oraz iloczyn wszystkich elementów A jest kwadratem liczby caªkowitej. Jaka jest najmniejsza mo»liwa warto±¢
najwi¦kszego elementu zbioru A?

Zadanie 9. Zaªó»my, »e liczby caªkowite dodatnie a i b speªniaj¡ równanie

ab − ba = 1008.

Udowodni¢, »e a i b przystaj¡ modulo 1008.
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Zadanie 10. Niech S(n) oznacza sum¦ cyfr liczby caªkowitej dodatniej n. Znale¹¢ najwi¦ksz¡ mo»liw¡

warto±¢ wyra»enia
S(n)
S(16n)

.

Zadanie 11. Rozwa»my taki 84 elementowy podzbiór A zbioru {1, 2, . . . , 169}, »e suma »adnych dwóch
elementów z tego podzbioru nie jest równa 169. Udowodni¢, »e A zawiera kwadrat liczby caªkowitej.

Zadanie 12. W klasie licz¡cej 3n dzieci, ka»da dwójka dzieci robi wspólny prezent dla dokªadnie jednego
innego dziecka. Udowodni¢, »e dla ka»dej liczby nieparzystej n mo»e by¢ prawdziwe nast¦puj¡ce stwierdzenie:

Dla dowolnej trójki dzieci A, B i C z tej klasy, je±li A i B robi¡ prezent dla C, to A i C robi¡ prezent
dla B.

Zadanie 13. Przed nadchodz¡cymi mi¦dzynarodowymi zawodami matematycznymi, uczestnicz¡ce kraje
zostaªy poproszone o wybór spo±ród dziewi¦ciu zada« kombinatorycznych. Wiedz¡c, jak trudno jest zwykle
doj±¢ do porozumienia, nikt nie byª zaskoczony, »e:

• Ka»dy kraj gªosowaª na dokªadnie 3 zadania;

• Ka»de dwa kraje gªosowaªy na inny zbiór zada«;

• Dla dowolnych trzech krajów istniaªo zadanie, na które »aden nie gªosowaª.

Znale¹¢ najwi¦ksz¡ mo»liw¡ liczb¦ krajów uczestnicz¡cych w zawodach.

Zadanie 14. Czy mo»na zbudowa¢ sze±cian 4× 4× 4 z takich klocków skªadaj¡cych si¦ z 4 jednostkowych
sze±cianów, jak na poni»szym rysunku?

Zadanie 15. Na planszy n×n umieszczono kostki domina 1× 2, z których ka»da le»y na dwóch s¡siednich
polach. �adne dwie kostki nie stykaj¡ si¦ (nawet rogami). Wiedz¡c, »e kostki domina pokrywaj¡ 2008 pól,
znale¹¢ najmniejsz¡ mo»liw¡ warto±¢ n.

Zadanie 16. Niech ABCD b¦dzie równolegªobokiem. Okr¡g o ±rednicy AC przecina BD w punktach P
i Q. Prosta prostopadªa do prostej AC przechodz¡ca przez punkt C przecina proste AB i AD odpowiednio
w punktach X i Y . Udowodni¢, »e punkty P , Q, X i Y le»¡ na jednym okr¦gu.

Zadanie 17. Zaªó»my, »e a, b, c i d s¡ dªugo±ciami boków czworok¡ta wpisanego w ustalony okr¡g.
Udowodni¢, »e (ab+ cd)(ac+ bd)(ad+ bc) osi¡ga swoje maksimum, gdy czworok¡t jest kwadratem.

Zadanie 18. Niech AB b¦dzie ±rednic¡ okr¦gu S, niech l b¦dzie prost¡ styczn¡ do A, natomiast c ustalon¡
dodatni¡ liczb¡ rzeczywist¡. Rozwa»my wszystkie takie pary punktów X i Y le»¡cych na l po przeciwnych
stronach punktu A, »e |AX| · |AY | = c. Proste BX i BY przecinaj¡ S odpowiednio w punktach P i Q.
Udowodni¢, »e wszystkie proste PQ przechodz¡ przez jeden punkt.

Zadanie 19. W okr¦gu o ±rednicy 1 narysowane s¡ pewne ci¦ciwy. Suma ich dªugo±ci jest wi¦ksza ni» 19.
Udowodni¢, »e istnieje ±rednica przecinaj¡ca co najmniej 7 ci¦ciw.

Zadanie 20. NiechM b¦dzie takim punktem le»¡cym na BC, a N takim punktem le»¡cym na AB, »e AM
i CN s¡ dwusiecznymi w trójk¡cie ABC. Wiadomo, »e

6 BNM
6 MNC

=
6 BMN
6 NMA

.

Udowodni¢, »e trójk¡t ABC jest równoramienny.
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