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Gdansk, 8 listopada 2008

wersja polska

Czas trwania zawodow: 4.5 godz.

Za kazde zadanie mozna uzyska¢ maksymalnie 5 punktow.

Pytania mozna zadawaé tylko na piSmie podczas pierwszych 30 minut.

W trakcie zawodéw mozna uzywaé tylko przyboréw do pisania i rysowania.

Zadanie 1. Wyznaczy¢ wszystkie takie wielomiany p(x) o wspotczynnikach rzeczywistych, ze
p((z+1)%) = (p(z) +1)°

oraz

p(0) = 0.

Zadanie 2. Udowodnié, ze jesli liczby rzeczywiste a, b i ¢ spetniajg réwnoséé a? + b2 + ¢ = 3, to

a? b2 2 a+b+c)?
5+ 7t 22( ) :
24+b+c 24+c+a 24+a+b 12

Kiedy zachodzi réwnosé?

Zadanie 3. Czy istnieje taki kat o € (0,7/2), 7e sina, cosa, tga i ctga, wziete w pewnej kolejnosci, sa
kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego?

Zadanie 4. Wielomian P o wspoélczynnikach catkowitych przyjmuje warto§é 5 dla pieciu réznych liczb
catkowitych. Udowodni¢, ze nie istnieje taka liczba catkowita x, ze —6 < P(z) < 4 lub 6 < P(x) < 16.

Zadanie 5. Przypu$émy, ze Romeo i Julia maja po czworoscianie foremnym. Do kazdego wierzchotka
tych czworo$cianéw przypisali pewna dodatnia liczbe rzeczywista, a do kazdej krawedzi — iloczyn liczb z jej
koricow. Nastepnie wpisali na kazdej Scianie sume trzech liczb przypisanych do jej trzech krawedzi. Okazato
sie, ze cztery liczby zapisane na §cianach czworo$cianu Romea, sa takie same jak liczby zapisane na $cianach
czworoscianu Julii. Czy to oznacza, ze liczby przypisane wierzchotkom czworoscianu Romea sg takie same jak
liczby przypisane wierzchotkom czworoscianu Julii?

Zadanie 6. Znalez¢ wszystkie skonczone zbiory liczb catkowitych dodatnich, o co najmniej dwoch elemen-
2

tach, majace wlasnosé: dla dowolnych dwoéch liczb a, b (a > b) nalezacych do zbioru, liczba ﬁ takze nalezy

do tego zbioru.

Zadanie 7. Ile jest takich par (m,n) liczb catkowitych dodatnich, ze m < n oraz

3 _1+1?
2008 m  n

Zadanie 8. Rozwazmy taki zbior A liczb catkowitych dodatnich, ze najmniejszy element A jest réwny 1001
oraz iloczyn wszystkich elementow A jest kwadratem liczby catkowitej. Jaka jest najmniejsza mozliwa wartoscé
najwiekszego elementu zbioru A7

Zadanie 9. Zalézmy, ze liczby catkowite dodatnie a i b spelniajg réwnanie
a’ — b = 1008.

Udowodnié, ze a i b przystaja modulo 1008.
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Zadanie 10. Niech S(n) oznacza sume cyfr liczby calkowitej dodatniej n. Znalezé najwieksza mozliwa

artosé azenia S(n)
war Wyrazenl .
Y S(16n)
Zadanie 11. Rozwazmy taki 84 elementowy podzbiér A zbioru {1, 2, ..., 169}, ze suma zadnych dwoch

elementéw z tego podzbioru nie jest rowna 169. Udowodni¢, ze A zawiera kwadrat liczby catkowite;.

Zadanie 12. W Kklasie liczacej 3n dzieci, kazda dwojka dzieci robi wspolny prezent dla doktadnie jednego
innego dziecka. Udowodnié, ze dla kazdej liczby nieparzystej n moze by¢ prawdziwe nastepujace stwierdzenie:

Dla dowolnej tréojki dzieci A, B i C z tej klasy, jesli A i B robia prezent dla C, to A i C' robig prezent
dla B.

Zadanie 13. Przed nadchodzgcymi miedzynarodowymi zawodami matematycznymi, uczestniczace kraje
zostaly poproszone o wyboér sposréd dziewieciu zadan kombinatorycznych. Wiedzac, jak trudno jest zwykle
dojsé do porozumienia, nikt nie byt zaskoczony, ze:

e Kazdy kraj glosowal na dokladnie 3 zadania;
e Kazde dwa kraje glosowaly na inny zbiér zadan;
e Dla dowolnych trzech krajow istnialo zadanie, na ktére zaden nie gtosowal.

Znalez¢ najwieksza mozliwg liczbe krajow uczestniczacych w zawodach.

Zadanie 14. Czy mozna zbudowaé szeScian 4 x 4 x 4 z takich klockéw sktadajacych sie z 4 jednostkowych
szeScianow, jak na ponizszym rysunku?

Zadanie_ 15. Na planszy n X n umieszczono kostki domina 1 x 2, z ktérych kazda lezy na dwoch sasiednich
polach. Zadne dwie kostki nie stykajg si¢ (nawet rogami). Wiedzac, ze kostki domina pokrywaja 2008 pol,
znalez¢ najmniejsza mozliwa wartosé n.

Zadanie 16. Niech ABCD bedzie rownoleglobokiem. Okrag o $rednicy AC przecina BD w punktach P
i Q. Prosta prostopadla do prostej AC przechodzaca przez punkt C przecina proste AB i AD odpowiednio
w punktach X i Y. Udowodnié¢, ze punkty P, @, X i Y lezg na jednym okregu.

Zadanie 17. Zalézmy, ze a, b, ¢ i d sa dlugosciami bokéw czworokata wpisanego w ustalony okrag.
Udowodni¢, ze (ab + cd)(ac + bd)(ad + bc) osiaga swoje maksimum, gdy czworokat jest kwadratem.

Zadanie 18. Niech AB bedzie §rednicag okregu S, niech [ bedzie prosta styczna do A, natomiast ¢ ustalona
dodatnig liczbag rzeczywista. Rozwazmy wszystkie takie pary punktéw X i Y lezacych na [ po przeciwnych
stronach punktu A, ze |AX| - |AY| = c. Proste BX i BY przecinaja S odpowiednio w punktach P i Q.
Udowodnié, ze wszystkie proste PQ przechodza przez jeden punkt.

Zadanie 19. W okregu o Srednicy 1 narysowane s3 pewne cieciwy. Suma ich dtugosci jest wieksza niz 19.
Udowodnié, ze istnieje $rednica przecinajaca co najmniej 7 cieciw.

Zadanie 20. Niech M bedzie takim punktem lezacym na BC, a N takim punktem lezacym na AB, ze AM
i CN sg dwusiecznymi w trojkacie ABC. Wiadomo, ze

(BNM  /BMN
/MNC ~ /NMA’

Udowodnié, ze trojkat ABC' jest rownoramienny.



