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Klucz odpowiedzi do zadan zamknietych
i schemat oceniania zadan otwartych

Klucz odpowiedzi do zadan zamkni¢tych
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Schemat oceniania zadan otwartych

Zadanie 21. (2pkt)

(X + 2)? L 3.

2

Rozwigz nierowno$¢ (X+2)-(2—X) —

Rozwiazanie
Stosujac wzor skréconego mnozenia na réznicg kwadratow oraz wzor skroconego mnozenia
na kwadrat sumy nier6wno$¢ mozemy zapisa¢ w postaci rtOwnowaznej
1 3
4-x* ——(x2 +4x+4) <-=x2.
2 2
Przeksztalcajac t¢ nierownos¢ dostajemy kolejno
1 3
4-x"—Zx*-2x-2+=x"<0,
2 2
2-2x<0,
X>1.
Odpowiedz: X e (1,+).
Schemat punktowania

Z.daJACY OTZYIIUJE ......ocuviviiuiiiiiiiieiteste ettt ee et e sbe bbbt se e e et e saesbesbesbesbeeneeneeneeneas 1 pkt
gdy poprawnie zastosuje oba wzory skroconego mnozenia zapisujac nierownos¢ w postaci np.

4—x? —E(x2 +4x+4)s-§x2
2 2
i na tym poprzestanie lub dalej popetni biad.

Zdajacy OtIZYIMUJE ..........cccooiiiiiiiiiieii ittt r et b e r e nnenneas 2 pkt
gdy poda zbidr rozwigzan nierownosci: (1,+0) lub x € (1,+00) lub x>1.

Zadanie 22. (2 pkt)
Wierzchotek paraboli bedacej wykresem funkcji kwadratowej f(x) = —3x” +12x +C nalezy
do prostej 0 rownaniu y = X +1. Oblicz warto$¢ wspotczynnika C.

Rozwiazanie
Pierwsza wspotrzedna wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f jest rowna
b 12
X, =——=— =2.
2a  2-(-3)
Druga wspotrzedna wierzchotka jest rowna
yo=f(x,)="1(2)=-3-2"+12-2+c=-12+24+c=12+c.

Poniewaz wierzchotek paraboli lezy na prostej o rownaniu y = X +1, wigc

Yo =X, +1

czyli
12+c=2+1.

Stad c=-9.
Odpowiedz: ¢ =-9.
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Uwaga
Druga wspotrzedng wierzchotka paraboli mozemy obliczy¢ wykorzystujac wzor

12°-4.(-3)-c 144+12c
4-(-3) 12

Mozemy rowniez wzor funkcji f zapisa¢ w postaci kanonicznej f (X) = —3( X — 2)2 +c+12,

12+c.

Y, = _A . Wtedy mamy y,, =—
4a

Z ktorej odczytujemy obie wspotrzedne wierzchotka paraboli X, =2 1 y,=12+cC.

Schemat punktowania

Zdajacy OtIZYIMUJE ..........cccooiiiiiiiiiiiii ettt nne s 1 pkt

gdy:

e obliczy pierwsza wspotrzedna wierzchotka i wyznaczy druga wspolrzgdng w zaleznosci
odc,np. x,=21Yy,=12+cC

albo

e obliczy pierwsza wspoirzedng wierzchotka 1 wykorzystujac informacje, ze wierzchotek
paraboli lezy na prostej o rownaniu Yy = X +1, obliczy druga wspotrzedna wierzchotka:

Xy=21Y,=3
I na tym poprzestanie lub dalej popetnia biedy.

Zdajacy OtIZYIMUJE ..........cccooiiiiiiiiiiieii ettt et nb e et b r e nneas 2 pkt
gdy obliczy warto$¢ wspotczynnika c: ¢ =-9.

Zadanie 23. (2pkt)
Zapisz wielomian W (x)=x’+4x*-16x—64 w postaci iloczynowej. Uzasadnij, ze dla
kazdej liczby rzeczywistej X >4 prawdziwa jest nier6wnos¢ W (X) >0.
Rozwigzanie
Grupujac wyrazy mozemy wielomian W zapisa¢ w postaci

W (X) =X +4x* —16X —64 = X* (X +4) —16(Xx +4) =

=(x+ 4)(x2 —16) =(x+4)(x+4)(x—4)=(x +4)2(x —4).

Dla kazdej liczby rzeczywistej x >4 czynnik (X + 4)2 jest dodatni, a czynnik x —4 jest

nieujemny, wigc (X + 4)2 (X - 4) >0, co nalezato uzasadnic.

Schemat punktowania
Zdajacy OtIZYIMUJE ..........cccooiiiiiiiiiieii ettt r e bbb n e nneas 1 pkt
gdy zapisze wielomian w postaci

W (X)=(x+4)(x+4)(x—4) lub W(x) :(x+4)2(x—4) lub W (x) :(x2 —16)(x+4) .

Z.dajacy OtTZYTIUJE .......cocviiiiiiiiiitiiti ettt b et r e 2 pkt
gdy uzasadni, ze dla kazdej liczby rzeczywistej X >4 prawdziwa jest nierownos¢

(x+4)2(x—4)20.

Zadanie 24. (2pkt)

Krotsza przekatna rownolegloboku jest prostopadta do dwoch przeciwlegtych jego bokow.
Dhugos¢ tej przekatnej jest o 3 cm wigksza od dhugosci krotszego boku i 0 3 cm mniejsza od
dhugosci dtuzszego boku. Oblicz dlugos$¢ dtuzszej przekatnej tego rownolegloboku.
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Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

D C

A B

Wowczas |AD| = x—3 i |AB|=x+3.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ADB otrzymujemy
|AB|" =|AD|" +|DB[",

co pozwala napisa¢ rbwnanie

(x+3)2 :(x—3)2 + X2,
Rozwiazujac je dostajemy

X? +6X+9=x*—6X+9+X%*,
x? =12x.
Poniewaz x >0, wigc dzielgc obie strony réwnania przez X mamy
x=12.
Zatem |AD|=12-3=9.
Przekatne rownolegltoboku potowia sig, wiec
|BM|=|DM| =6 oraz | AM|=|MC]|.

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata ADM obliczamy potowe dtugosci przekatnej AC

|AM|* =|AD[* +|DM|’,

|AM|* =92 +6? =117
Stad

|AM | =117 =3\13.
Przekatna AC ma zatem dtugos¢ 6/13.
Odpowiedz: Dlugo$¢ dtuzszej przekatnej tego rownolegloboku jest rowna 6/13.
Uwaga

Dhugos$¢ dtuzszej przekatnej rownolegltoboku mozemy tez obliczy¢ inaczej. Poprowadzmy

wysokos¢ rownolegloboku z wierzchotka A na prosta BC tak, jak na rysunku ponizej.
D C

12

E

Czworokat AEBD jest prostokatem, wiec |AE| :|DB| =12 oraz |EB| = |AD| =9.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata AEC obliczamy dtugos¢ przekatnej AC
|AC|” =|AE|* +|EC[",
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|AC|" =127 +18? = 468.
Stad

|AC| = /468 = 6\/13.

Schemat punktowania
Zdajacy OtIZYIMUJE ..........cccooiiiiiiiiiiiiiie ettt nneas 1 pkt
gdy zapisze rownanie z jedng niewiadomg wigzace dlugosci bokéw réwnolegtoboku i dhugosé
krotszej przekatnej, np.:

(x+ 3)2 =(x- 3)2 + X%, gdzie x oznacza dlugoéé krotszej przekatnej rownolegtoboku.

Zdajacy OtIZYIMUJE ..........cccooiiiiiiiiiiiii ettt nne s 2 pkt
gdy obliczy dtugoéé dhuzszej przekatnej rownolegtoboku: /468 = 6/13.

Zadanie 25. (2pkt)
Wewnatrz kwadratu ABCD wybrano takie punkty M i N, ze trojkaty ABM i BCN sa
rownoboczne (zobacz rysunek). Udowodnij, ze trojkat DNM jest rownoboczny.

D C

M
N
A B
Dowoéd

D C
M

A B

Poniewaz |AD| = |AM| =|AB| :|BN| = |BM | :|BC| :|CN| = |CD , wigc trojkaty DAM, NBM
i NCD sg rownoramienne. Pokazemy, ze sg to trojkaty przystajace.

Poniewaz |<):DAB| =90° i |<XMAB| =60°, wigc |<):DAM | =90°-60°=30°.

Tak samo wykazujemy, ze |<):ABN| = |<):ABC| — |<):NBC| =90°-60°=30°,
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|<):MBC| = |<):ABC| — |<rABM | =90°—-60° =30°,

|«NCD| =|<«BCD|—|<«BCN| =90°—-60°=30°.
Teraz mozemy obliczy¢ miar¢ kata NBM

|«NBM| =|«ABC| —|«ABN| —|«<MBC| = 90° - 30° - 30° = 30°.

Pokazali$my zatem, ze w kazdym z trojkatow DAM, NBM i NCD dwa boki majg te sama
dhugos¢ i kat migdzy tymi bokami ma te samg miare 30°. Stad wynika (cecha bok-kat-bok),
ze s3 to trojkaty przystajace. Z przystawania tych trojkatéw wynika z kolei rownosé
|DM|=|MN|=|ND|, co oznacza, ze tréjkat DNM jest rtownoboczny. To koficzy dowod.

Schemat punktowania

Zdajacy OtIZYIMUJE ........c.cccooiiiiiiiiiiiiii ettt 1 pkt
gdy zapisze, ze trojkaty DAM, NBM i NCD sg przystajgce i nie uzasadni tego przystawania
oraz wywnioskuje, ze trojkat DMN jest rownoboczny.

Z.dajacy OtIrZYIMUJE ........cocccvevuieiiiieitieiesee st ese st e e e e s e steeteaseesteebeaseesaeesesseesteeseeaneennens 2 pkt
gdy udowodni, ze trojkat DMN jest rownoboczny.

Zadanie 26. (2pkt)

Pierwszy odcinek tamanej ma dlugo$¢ 128 cm, a dtugos¢ kazdego nastgpnego jej odcinka jest
0 25% mniejsza od dlugosci poprzedniego. Najkrotszy odcinek tej tamanej ma dlugosé
40,5 cm. Oblicz, z ilu odcinkéw sktada sie ta tamana.

Rozwiazanie
Oznaczmy przez a, dhugos¢ n-tego odcinka tamanej. Poniewaz kazdy kolejny odcinek

. . . 3
tamanej jest 0 25% krotszy od poprzedniego, wige a,,;, = a, —25%a, = Zan. Oznacza to, ze

dtugosci kolejnych odcinkow famanej tworzg cigg geometryczny o ilorazie q=3.
Poniewaz a, =128, a, =402, wigc ze wzoru a, =a,-(""' na n-ty wyraz ciagu
geometrycznego otrzymujemy roéwnanie

n-1
401 :128-(§j .
4

n-1
% (2]
2 4

ﬂ_(ﬁj“
256 (4) '
3 4 3 n-1
3)-)
Zatem n—1=4,czyli n=5.

Odpowiedz: Lamana sklada si¢ z pigciu odcinkow.

Stad mamy

Uwaga

Mozemy po kolei oblicza¢ dtugosci kolejnych odcinkéw tamanej. Wtedy drugi odcinek ma

dhugos¢ 128 —25%-128 = % -128 =96, trzeci 96 —25%-96 = % -96 =72, czwarty

72-25%-72 = % - 72 =54 piaty 54 —25%-54 = % 54 = 8?1 =40,5. Kolejne odcinki sg coraz

krotsze, wige tamana sktada si¢ z pigciu odcinkow.

5
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Schemat punktowania
Z.dajacy OtTZYIMUJE ........c.oocveruieieiieitieiesiee st esteete e esteseesteeteeseesteeteaseesseeeesseesseesseaneensens 1 pkt
gdy zapisze, ze dtugosci kolejnych odcinkdéw tamanej tworzg ciag geometryczny o ilorazie

3
q= 1
Zdajacy OtIZYIMUJE ..........cccooiiiiiiiiiiiiiie ettt nneas 2 pkt
gdy obliczy liczb¢ odcinkow tamane;.

Zadanie 27. (4pkt)
Ze zbioru {2, 3,4,5,6, 7,8} losujemy kolejno dwa razy po jednej liczbie bez zwracania.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze iloczyn wylosowanych liczb bedzie podzielny
przez 6 lub przez 10.

Rozwiazanie
Pierwszy sposéb

Mozemy przyjaé, ze zdarzeniem elementarnym jest uporzadkowana para liczb (X, y) taka, ze

x,ye{2,3,4,56,7,8} i x=y. Wowczas mamy do czynienia z modelem klasycznym,

W ktorym
’ 0={(23),(2,4),(25),(2,6),(2,7),(2.8)
(3,2),(3,4),(35),(3.6),(3,7).(38),
(4,2),(4.3),(4,5),(4,6),(4,7),(4.8),
(5.2),(5,3),(5.4),(5.6),(5.7). (5.8),
(6:2).(6.3).(6.4).(6.5). (6.7). (6.8),
(7.2),(7.3), (7.4). (7.5). (7.6). (7.8),

(8,2),(8.3),(8,4),(85).(8.6),(87)}

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna |Q =7-6=42.

Niech A oznacza zdarzenie, ze wylosujemy taka parg liczb, Ze ich iloczyn bgdzie podzielny
przez 6 lub przez 10. Wypiszmy wszystkie takie pary ze zbioru Q. Zatem

A={(2.3), (2,5),(2.6),
(3,2),(3,4), (3,6), (38),
(4

3), (4,5), (4,6),
(5,2), 54),(5,6), (5.8),
6,2),(6,3), (6,4), (6,5), (6,7), (6.,8),
(7,6),

Tych par jest 24, czyli |A| =24,

Prawdopodobienstwa zdarzenia A jest zatem rowne
p(a)=22_2
42 7

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo wylosowania pary liczb, ktorych iloczyn jest podzielny

przez 6 lub przez 10 jest rowne ; .
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Uwaga
Mozemy rowniez zdarzenia wszystkie zdarzenia elementarne potraktowaé jako pola
odpowiedniej tabeli (lewa tabela).

213|4|5]|6|7|8 2/3]4]|5|/6|7]|8
6|8(10|12|14|16
6 1215|1821 |24
8 |12 20(24|28|32
10(15|20 303540
12 (18|24 |30 42 |48
14121128 |35|42 56
8 8 | 16|24 32|40 (48|56

N[OOI~ W
N[OOI~ W

W pola tej tabeli mozemy wpisa¢ odpowiednie iloczyny. W ten sposob od razu ,,widzimy”
zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A (prawa tabela).

Mozemy tez zaznaczy¢ w prostokatnym uktadzie wspotrzednych na ptaszczyznie wszystkie
zdarzenia elementarne (lewy rysunek) oraz zaznaczy¢ na tym rysunku te, ktére sprzyjaja
zdarzeniu A (prawy rysunek)

“~ H H
9 y 9 y
8 8 [ I R B R
7 { J O B e | {
6 6 -0 -
5 5 - B eI
4 4 oI u--- - e @
3 3 ] R R R B
2 | R B R
% %
X X
N N
> >

Schemat punktowania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA ..ottt ettt et e bt e e et n e 1 pkt
Obliczenie liczby wszystkich zdarzen elementarnych: |Q| =7-6=42.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny Postep ...........ccccoiiiiiiiiiieie e 2 pkt
Wypisanie co najmniej 13 zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A, przy czym
wsrod wypisanych par nie moze by¢ zadnej pary nie sprzyjajacej zdarzeniu A.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..., 3 pkt
Zapisanie liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A: |A| =24.

Rozwiazanie pelne ...............cccooiiiiiiii 4 pkt
Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia A: P(A) = ; .

Drugi sposob

Mozemy przyjac, ze zdarzeniem elementarnym, jest dwuelementowy podzbior {X, y} zbioru

siedmioelementowego {2, 3, 4,5, 6, 7, 8} . Wowczas mamy do czynienia z modelem
klasycznym, w ktorym
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Q={{2.3}, {2.4}, {25}, {2.6]. {2 7} {2 8}
{3.4),{35, {36}, 13

i }’{,}’
(5.6}

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest rowna |Q| =21.

Niech A oznacza zdarzenie, ze wylosujemy takie liczby, ze ich iloczyn b¢dzie podzielny przez 6
lub przez 10. Wypiszmy wszystkie zdarzenia elementarne, ktore sprzyjaja zdarzeniu A. Wtedy

A={{2,3},{2,5},{2,6}, {34}, {36}, {38}, {4,5},{4,6}, {5,6},{5,8}, {6,7}, {6,8]}.
Mamy 4 takie zdarzenia, czyli | Al =12.

Prawdopodobienstwa zdarzenia A jest zatem rowne

12 4
P(A)= 21 7°

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo wylosowania pary liczb, ktérych iloczyn jest podzielny

przez 6 lub przez 10 jest rowne ;

Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIGZAMIA ......iviiiiieiieieie ettt b e bt b e b b e e b et e besbe st e s beeneeneeneas 1 pkt

Obliczenie liczby wszystkich zdarzefi elementarnych: |Q = 21.

Rozwiazanie, w kKtorym jest istotny Postep ...........ccccoiiiiiiiiiiiieiiee e 2 pkt
Wypisanie co najmniej 7 zdarzen elementarnych sprzyjajacy zdarzeniu A, przy czym wsrod
wypisanych zdarzen elementarnych nie moze by¢ zadnego nie sprzyjajacego zdarzeniu A.
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ..., 3 pkt
Zapisanie liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A: |A|=12.

Rozwigzanie PeIne ... 4 pkt

. 4
Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia A: P(A) = =

Zadanie 28. (5pkt)

Wierzcholki trojkata ABC majg wspotrzedne: A= (—4,7) , B= (—2,—3) i C= (12,5) . Punkt S
jest srodkiem boku BC. Prosta AS przecina prosta do niej prostopadta i przechodzaca przez
punkt B w punkcie E. Oblicz wspotrzgdne punktu E i dtugo$¢ odcinka SE.

Rozwiazanie
zl‘ y
\ g i e N S L’
\\ N E/
e
/ 4
\ 4 X
h o3\ 2 1/ P o0 o2 1B W
\ /-
4 g
/
/
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Obliczmy najpierw wspotrzedne $rodka S odcinka BC
S = (72+12 73+5) — (5, 1) )

2 12

Wyznaczmy réwnanie prostej AS wykorzystujac wzor (y— yA)(XS - XA)_(yS - yA)(X— XA) =0:
(y=7)(5+4)-(1-7)(x+4)=0,
9(y-7)+6(x+4)=0,
2x+3y-13=0,
2 13

=—=X+=.
Y 3 3

Prosta prostopadta do prostej AS i przechodzaca przez punkt B ma wigc réwnanie
y= g(x +2)-3,

y=x
X

Wspotrzedne punktu E obliczymy rozwigzujac uktad réwnan

3
y EX
2 13°
y _§X+?

Poréwnujac prawe strony rownan dostajemy roéwnanie
3 2 13

—X=—=X+—=,

2 3 3
Ox =—-4x+ 26,
13x =26,

Stad

Zatem E =(2, 3).
Pozostaje jeszcze obliczy¢ dlugos¢ odcinka SE

|SE| =\/(XE _XS)2 +(yE _ys)2 :\/(2_5)2 +(3—1)2 =\/:|§.

Odpowiedz. E =(2, 3), |SE|=+13.

Schemat punktowania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZATIA ...ttt bbbt r bbb 1 pkt

Obliczenie wspolrzgdnych punktu S: S =(5,1).

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny Postep ...........ccccovriiiiiiiiiieie e 2 pkt
L . . . 13

Wyznaczenie rOwnania prostej AS, np. w postaci: y = 3 X+ 3

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 3 pkt

: : : . 3
Wyznaczenie rOwnania prostej BE, np. w postaci: y = 2 X.

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ..............cccocoiiniiiiiiiii, 4 pkt

Obliczenie wspotrzednych punktu E: E =(2, 3).
Rozwiazanie Pelne ..o 5 pkt
Obliczenie dlugos¢ odcinka SE: |SE| =+/13.
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Zadanie 29. (4pkt)
Pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidlowego szesciokatnego (zobacz rysunek)

jest rbwne 60+/3 . Krotsza przekatna tego graniastostupa tworzy z ptaszczyzna podstawy kat
a taki, ze tga =2 . Oblicz dlugos$¢ krawedzi podstawy tego graniastostupa.

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku. Zaznaczmy kat o mi¢dzy krotsza przekatng AO
graniastostupa a ptaszczyzna jego podstawy.

) 0
1 1
K ! ! N
! !
L i M i
1 1
1 Ih
1 1
1
1 1
1 1
I ______ —— .
_-F E '~
,0{’ T N
A S D
a
B C

Podstawa graniastostupa jest zlozona z szeSciu przystajacych trojkatdéw réwnobocznych
0 boku dhugosci a. Odcinki AT i TE to wysoko$ci dwoch z tych trojkatow. Zatem

|AE|=2- */_ av3.
Trojkat AOE jest prostokatny. Zatem

tgo =— =——.

Poniewaz wiemy, ze tga =2, wiec

h
a_\/g =2
h=2a/3.
Pole powierzchni catkowitej graniastostupa jest rowne 60+/3, ale
a’\3
4

P=2P +R =26 +6ah =3a’y/3 + 6ah,

wiec

3a%/3+6ah =603,

a’\/3+2ah =20./3.
Wykorzystujac wczesniej otrzymang zalezno$¢ migdzy a i h otrzymujemy roéwnanie

a’\/3+2a-2a+\/3 =203,
5a%./3 = 204/3,
a’=4.

Stad a=2.
Odpowiedz: Dhugo$¢ krawedzi podstawy tego graniastostupa jest rowna 2.

10
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Schemat punktowania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA ..ot b et r e n e 1 pkt
Zaznaczenie kata nachylenia krotszej przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny jego podstawy
I zapisanie jednej z zaleznosci migdzy dtugoscig podstawy oraz wysokoscig graniastostupa, np.:

a’y3 .28
4 2

b2
a3

+6ah =60+/3 |ub(ﬂ=2 i p
p

Uwaga

Zdajacy nie musi zaznaczac tego kata, o ile przyjmie oznaczenia potrzebnych mu dtugosci
odcinkdw, opisze te oznaczenia, a z dalszego toku rozwigzania wynika, ze poprawnie
interpretuje kat nachylenia krotszej przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny jego podstawy.

Rozwiazanie, w Ktorym jest iStotny Postep ...........ccccccviiiiiiiiiiii 2 pkt
Zapisanie uktadu rownan, z ktérego mozna otrzymac¢ rownanie z jedng niewiadoma, np.:
a’\3

4
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania .................c.ccooovoiiiiiiinn 3 pkt
Zapisanie rownania z jedng niewiadoma, np.:

a’\/3+2a-2a\/3=203.

Rozwigzanie bezbledne ... 4 pkt
Obliczenie dlugosci krawedzi podstawy graniastostupa: a =2.

2.6 +6ah =603 i h=2a\3.

Zadanie 30. (5pkt)

Do zhiornika o pojemnosci 800 m® mozna doprowadzi¢ wode dwiema rurami. W ciagu jedne;
godziny pierwsza rura dostarcza do zbiornika 0 32 m® wody wigcej niz druga rura. Czas
napelniania zbiornika tylko pierwsza rurg jest o 12 godzin i 30 minut krotszy od czasu
napelniania tego zbiornika tylko druga rurg. Oblicz, w ciagu ilu godzin pusty zbiornik
zostanie napetniony, jesli woda begdzie doprowadzana przez obie rury jednoczesnie.

Rozwiazanie

Pierwszy sposob

Oznaczmy przez t czas w godzinach, w jakim napelni si¢ pusty zbiornik, gdy woda bedzie
doprowadzana do niego tylko pierwsza rura.

Wtedy czas, w jakim napetniony zostatby pusty zbiornik, gdyby woda doprowadzana byta do
niego tylko drugg rurg bytby réwny (t+123 ) godziny.

Poniewaz pojemnos¢ zbiornika jest rowna 800 m’, wiec w ciggu jednej godziny pierwsza rura

0 . . .
- m?® wody. Pierwsza rura w ciggu godziny dostarcza 0

t+121

dostarcza 8% m?, a druga
2

32m? wigce] wody niz druga rura

800_ 800 5
t t+123
Dzielac obie strony tego rownania przez 32 mamy
25 25
- = +
t t+123

Mnozac teraz obie strony tego rOwnania przez t(t +12%) , a nastepnie przeksztatcajac je
robwnowaznie, dostajemy kolejno
25(t+124) =25t +t(t+121),

11
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25t+@:25t+t2+§t,
2 2
t? §t—@=0,
2 2

2t* + 25t -625=0.
Rozwigzujemy otrzymane réwnanie kwadratowe obliczajac kolejno jego wyr6dznik
i pierwiastki
A=25"—4.2.(~625)=625+8-625=9-625, VA =+/9-625 =3.25=75
_—25-75 o5 b t = —25+75 _ 25 _
2-2 2:2 2

Pierwsze z otrzymanych rozwigzan nie spelnia warunkow zadania (czas nie moze by¢ liczba
ujemng).

t 12

N[

. . . 00 800
Gdy t =121, to wtedy w ciagu godziny pierwsza rura dostarcza ST = fz—l =64 m® wody,
2
800 800 . . . : :
a druga = —— =32 m°, wicc obie rury w ciagu godziny dostarczaja 64 +32=96 m®
t+122 25
wody. Stad czas, w jakim pusty zbiornik zostanie napetniony, jesli woda bedzie
. . . , 800 25 _, . :
doprowadzana przez obie rury jednoczesnie jest rowny 9% = 3 =83 godziny, czyli

8 godzin i 20 minut.

Schemat punktowania pierwszego sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA ..ottt ettt e b e e nn e n e 1 pkt
Zapisanie zaleznosci migdzy pojemnoscia zbiornika, czasem jego napelniania przez jedng z
rur 1 wydajnoscia tej rury, np.:

W ciagu jednej godziny pierwsza rura dostarcza Siﬂ m°.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep .............cccccoviiiiiiiiiiii 2 pkt
Zapisanie zaleznosci migdzy pojemnoscia zbiornika, czasem jego napetniania przez drugg
Z rur 1 wydajnoscia tej rury, np.:

W ciagu jednej godziny druga rura dostarcza

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ... 3 pkt
Zapisanie rdéwnania z jedng niewiadoma, np.:

800 _ 800

t t+127

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslajg
poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) ..., 4 pkt
Doprowadzenie do réwnania kwadratowego z jedng niewiadoma, np.:

2t* + 25t —625=0.

Rozwiazanie bezbledne ................ccccoiiiiiiiii 5 pkt
Obliczenie czasu, w jakim pusty zbiornik zostanie napetniony, gdy woda bedzie
doprowadzana przez obie rury jednoczesnie: 8 godzin i 20.

+32.

12
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Drugi sposob

Oznaczmy przez t czas w godzinach, w jakim napekni si¢ pusty zbiornik, gdy woda bedzie
doprowadzana do niego tylko pierwsza rurg, natomiast przez vV oznaczmy ilos¢ wody

wm? dostarczanej do zbiornika tg rurg. Wtedy czas w godzinach, w jakim napeini si¢ pusty
zbiornik, gdy woda bedzie doprowadzana do niego tylko drugg rurg jest rowny

(t+121) godziny, natomiast w ciggu godziny druga rura dostarcza (v —32) m® wody.
Pojemnos$¢ zbiornika jest rowna 800 m?, wiec otrzymujemy uktad rownan

vt =800
{(v —32)(t+124) =800
Rozwigzujemy ten uktad
vt =800
{vt +124v—32t-400=800"
vt =800
{soo +124v - 32t — 400 =800
vt =800
{12§v ~32t-400=0'
{vt =800

Stad

§v2 —év—800=0.
64 2

. , . 64 . , .
Mnozac obie strony réwnania przez 25 otrzymujemy roéwnanie

V2 —32v-64-32=0.
Mozemy je rozwigza¢ np. metoda grupowania
V? —64v+32v—-64-32=0,
v(v—64)+32(v-64)=0,
(v+32)(v—64)=0.

Poniewaz z warunkow zadania wynika, ze v >0, wiec czynnik v+ 32 jest dodatni.

Stad v=64. Wtedy druga rura w ciggu godziny dostarczaVv —32 =64 —32 =32 m? wody,
wiec obie jednocze$nie dostarczaja w ciggu godziny 64 + 32 =96 m?® wody.

Czas, w jakim pusty zbiornik zostanie napetniony, jesli woda bedzie doprowadzana przez

obie rury jednoczes$nie jest zatem rowny % = % =82 godziny, czyli 8 godzin i 20 minut.

Schemat punktowania drugiego sposobu rozwiazania
Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
FOZWIQZAMIA ..ottt ettt b et et b e 1 pkt
Zapisanie zaleznosci migdzy pojemnoscia zbiornika, czasem jego napelniania przez jedng z
rur 1 wydajnoscig tej rury, np.:

vt =800 lub (v—32)(t+12%)=800.
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Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ...........cccccoviiiiiiiiiiiiiii s

Zapisanie uktadu rownan z dwiema niewiadomymi, np.:
vt =800
(v—32)(t+12%)=800

Pokonanie zasadniczych trudnos$ci zadania ....................cooo i,

Zapisanie réwnania z jedng niewiadoma, np.:

v §V—§ =800.
64 2

Rozwigzanie zadania do konca lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslajg

poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) ...............ccccciiiiini

Doprowadzenie do rownania kwadratowego z jedng niewiadoma, np.:
V2 —32v-64-32=0.

Rozwiazanie bezbledne ................ccooooiiiiii i

Obliczenie czasu, w jakim pusty zbiornik zostanie napetniony, gdy woda bedzie
doprowadzana przez obie rury jednoczesnie: 8 godzin i 20 minut.
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