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Zadanie 1. (4 pkt)

Rozwigz nierownos¢ |x + 6| — 2|x — 4| <2x-3.

I sposéb rozwiazania (wyroznienie na osi liczbowej przedzialow)

Wyr6zniamy na osi liczbowej przedzialy: A. (—0,—6), B. <—6,4) ,C. <4, +0) .

Rozwigzujemy nierownosci w poszczeg6élnych przedziatach i w kazdym przedziale bierzemy
cze$¢ wspodlng tego przedziatu z otrzymanym zbiorem rozwigzan nieréwnosci.

A. xe(—0,-6) B. xe(-6,4) C. xe(4,+)
—x—6—2(—x+4)£2x—3 x+6—2(—x+4)£2x—3 x+6—2(x—4)£2x—3
—x—14<-3 x—2<-3 —x+14<2x-3
x=>-11 x<—1 xZS%

W tym przypadku W tym przypadku W tym przypadku

rozwigzaniem nierownosci
jest =11<x<—-6

rozwigzaniem nieroOwnosci
jest -6<x<-1

rozwigzaniem nierownosci
jest x>52

Laczac otrzymane rozwigzania, podajemy ostateczng odpowiedz: —11<x<-1lub x>53%.

Zapisujemy odpowiedz: Zbiorem wszystkich rozwigzan nieréwnosci jest <—1 1 —1> U <5 2, +oo) .

I1 sposéb rozwiazania (zapisanie czterech przypadkow)

Zapisujemy cztery przypadki:

L{x+620 {x+620 HL{x+6<O {x+6<0
x—42>0 x—4<0 x—42>0 x—4<0
W kazdym z nich rozwigzujemy nieréwno$¢ badz uktad nierowno$ci
x+620 x+620 x+6<0 x+6<0
x—42>0 x—-4<0 x—-4>0 x—4<0
x+6—2(x—4)£2x—3 x+6—2(—x+4)£2x—3 —x—6—2(x—4)£2x—3 —x—6—2(—x+4)£2x—3
x>-6 x>-6 x<-6 x<-6
x=>4 x<4 x>4 x<4
3x>17 x<-1 5x>5 x>-11
x=52 —-6<x<-1 niemozliwe —-11<x<-6

Laczac otrzymane rozwigzania, podajemy ostateczng odpowiedz: —11<x<-1lub x>53%.

Mozemy tez zapisa¢ odpowiedz: Zbiorem rozwigzan nierOwnosci jest <—1 1, —1> ) <5 2, +oo) .

Schemat oceniania I i II sposobu rozwiazania

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep

Zdajacy

o wyrdzni na osi liczbowej przedzialy: (—oo, —6), <—6,4) , <4, +oo).

albo

. zapisze cztery przypadki:

I x+6>0
“lx=4>0

x+6>0
11.
x—4<0

x+6<0
11.
x—4>0

v

x+6<0
x—4<0
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Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....2 pkt
Zdajacy
. zapisze nieréwnosci w poszczegdlnych przedziatach, np.:
A.dla xe (—oo, —6) mamy —x—6—2(—x+4) <2x-3,
B.dla xe <—6,4) mamy x+6—2(—x+4) <2x-3,
C.dla xe <4,+oo) mamy x+6-2(x—4)<2x-3.
albo
. zapisze nierownosci w poszczeg6dlnych przypadkach, np.:
I gdy x+6>01 x—4>0, to wtedy x+6—2(x—4) <2x-3,
II. gdy x+6>01 x—4<0, to wtedy x+6—2(—x+4) <2x-3,
. gdy x+6<01x-42>0, to wtedy —x—6—2(x—4) <2x—3 (lub stwierdzi, Ze ten
przypadek jest niemozliwy),
IV. gdy x+6<01 x—-4<0, to wtedy —x—6—2(—x+4) <2x-3.

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktéore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) 3 pkt

o zdajacy poprawnie rozwigze nierdwnosci 1 wyznaczy cze$ci wspdlne otrzymanych
wynikoéw z poszczegdlnymi przedziatami tylko dla dwoéch przedzialéw (sposrod A., B.,
C.), popei btad w trzecim i konsekwentnie doprowadzi rozwigzanie do konca

albo

o zdajacy rozpatrzy cztery przypadki, poprawnie rozwigze nierownosci i wyznaczy czesci
wspolne otrzymanych wynikdw z poszczegdlnymi przedzialami tylko w dwoéch
przypadkach (sposrod L., 11., IV.) , popelni btad w trzecim przypadku oraz stwierdzi,
ze przypadek III. jest niemozliwy, i konsekwentnie doprowadzi rozwigzanie do konca.

ROZWIAZANIE PEINE cuceneernrrenninniiniiniienninnienninntennessnesssessssesssessssesssesssssssssssssssssassssssssases 4 pkt

Zdajacy zapisze odpowiedz: x € <—1 1, —1> v, <5§ , +oo) .

Uwaga:

We wszystkich rozwazanych przypadkach zdajacy moze rozpatrywac obie nierownos$ci
nieostre (przedzialy obustronnie domknigte). Jezeli natomiast rozwazy wszystkie nieréwnosci
ostre (przedziaty otwarte), to przyznajemy za cate zadanie o 1 punkt mniej, niz gdyby
wyr6znit wszystkie przedzialy poprawnie.

I11 sposob rozwiazania (graficzne)

Rysujemy wykresy funkcji f(x)=|x+6|-2|x—4|i g(x)=2x-3.
Wyrézniamy na osi liczbowej przedziaty: (—oo, —6) , <—6, 4) , <4, oo) )

Zapisujemy wzor funkcji fw poszczegélnych przedziatach bez wartosci bezwzgledne;j, np.:

x—14 dla xe(—oo,—6)
f(x)=13x-2 dla xe(-6,4)
—x+14 dla xe<4,+oo)
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Rysujemy wykresy funkcji f 1 g:

) =243
= /' J
0 /
6 YAV 4
V4
- /

\
NN\

N\

(&)
b

Odcigte punktow przecigcia wykreséw funkcji fi g mozemy obliczy¢ rozwigzujac rownanie
x—14=2x—-3 w przedziale (—oo, —6) , rtObwnanie 3x—2=2x-3 w przedziale <—6, 4) oraz
roOwnanie —x+14=2x—-3 w przedziale <4, oo) . Otrzymujemy woéwczas x=-11, x=-1,
x=5%. Stad i z narysowanych wykresow funkcji /i g podajemy te wszystkie argumenty, dla
ktorych f(x)<g(x): xe(-11,-1) u<5§,+oo) :

Uwaga
Mozemy tez odczyta¢ odcicte punktow przecigcia wykresow fi g z rysunku. Dwie pierwsze,
tj. x=-11, x=-1 mozna tatwo odczyta¢, nieco trudniej odczyta¢ trzecig, czyli x=53.

Nastepnie sprawdzamy, ze f(—11)=g(-11), f(-1)=g(-1) f(52)=g(5%), a nastepnie

zapisujemy zbior rozwigzan nierownosci f(x)<g(x): xe(-11,-1)uU <5§ ,+00).

Schemat oceniania III sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania 1 pkt

Zdajacy wyrdzni przedzialy: (—oo,—6), <—6,4), <4,oo).

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ....2 pkt

Zdajacy zapisze wzor funkcji f w poszczegdlnych przedziatach, np.:
A.dla x e(—o0,—6) mamy f(x)=x—14

B. dla xexe<—6,4) mamy f(x):3x—2
C.dla xe(24,+) mamy f(x)=-x+14

lub
x—14 dla xe(—0,-6)
f(x)=13x-2 dla xe(-6,4)
—x+14 dla xe <4,+oo)
Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....3 pkt
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Zdajacy narysuje wykres funkcji f1 prosta o rownaniu y =2x-3.

ROZWIQZANie PEIE c...uuueeeneiiiiiitiiiintiiitinnntinintecnnenesnnecssnecsssssesssssssssssssssnsssssasssssnsssnns 4 pkt
Zdajacy zapisze odpowiedz: x e <—1 1,—1> U <5§ ,+oo) .
Uwaga
1. Jesli zdajacy blednie poda odcigta ostatniego punktu przecigcia, to otrzymuje 3
punkty.

2. Jesli zdajacy jedynie odczyta z wykresu odciete punktow przecigcia, ale nie sprawdzi,
ze f(—l 1) = g(—l 1) , to otrzymuje 3 punkty.
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Zadanie 2. (4 pkt)

W czworokat ABCD , w ktérym |AD| =53 i |CD| = 6, mozna wpisa¢ okrag. Przekatna
BD tworzy z bokiem AB czworokata kat o mierze 60°, natomiast z bokiem AD kat,
ktorego sinus jest rowny % . Wyznacz dtugosci bokow AB i BC oraz dtugo$¢ przekatnej

BD tego czworokata.

Rozwiazanie
Wykonujemy ilustracj¢ graficzng, wprowadzajac

oznaczenia i zaznaczamy katy:

|AD| —c=5J3 ,

|CD|=b=6,

sin|4ADB| =sina :% i |4ABD| =p=60".

Korzystajac z twierdzenia sinusoOw w trojkacie ABD
obliczamy |AB| =a:

c a 5\/5

a
= - — = —
sinf sina J3 3
2 4
10:%, skad a:135:7,5
4
Obliczamy |BC | = d , korzystajac z warunku wpisywalnosci okregu w czworokat wypukty:
15

c+d=a+b :5\/§+d:3+6/-2

1073 +2d =15+12
2d =27-1043

271043
2

d=

Korzystajac z twierdzenia cosinusow w trojkacie ABD, obliczamy |BD| = f:

c’ =a’+ f? —2af -cos :>75=%+f2—2-%-f-%

225+4f*=30f =300
4% -30f-75=0
A =900+1200 = 2100 = JA=10J21

P :30—10\/5 W f :30+10\/ﬂ
8 8
fl:15—5\/ﬁ<0 b f2:15+jﬁ>0
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Zatem f = ﬂ

271043

Odp.: Boki czworokata maja dtugosci: |AB| =15, |BC | = , a przekatna ma dhugos¢

15+5421

BD| -
4

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

rozwigzania 1 pkt

Obliczenie dlugosci boku AB: |AB| =q= g =75.

Rozwigzanie, w Ktorym jest iStOtny POSEEP ..cccvueereiiseecsnrssuensecsseensnnssanssescssecsssessassssanens 2 pkt
271043

e  Obliczenie dugosci boku BC: |[BC|=d =

albo
e Rozwigzanie rownania umozliwiajacego wyznaczenie dtugosci przekatnej BD

15+5421

czworokata: |BD| = f =ﬂ lub |BD| =f,= 1
Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania.........eceeeviinvinsiinsninnsennsnensenssnicsssssssncssnns 3 pkt
o - 27-1043 ST
Obliczenie dtugosci boku |BC| =d ZT 1 rozwigzanie rOwnania umozliwiajacego
wyznaczenie  dlugosci  przekatnej BD  czworokata: |BD| =f = ﬂ lub
15+5421
|BD|= f, =———.
4
ROZWIQZanie PEINe .......ueioeeiieiiniiiiiiiiiictintnineenntcneisntieissesssissssssssssssessssssssssssssens 4 pkt
Odrzucenie jednego z rozwigzan rownania 4 f> —30f —75 =0 i podanie odpowiedzi:
AB =75, |BC| = 217103 gy 15+5V21
2 4
Uwaga

Jezeli zdajacy popelni jeden btad rachunkowy 1 konsekwentnie do popelnionego btedu
doprowadzi rozwigzanie zadania do konca, to przyznajemy 3 punkty.
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Zadanie 3. (3 pkt)
Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x 1 dla kazdej liczby rzeczywistej y prawdziwa
jest nierdéwnos$¢
x(x—1)+y(y—1) >xy—1.
Dowdd (I sposéb)
Przeksztatcamy nierownos¢ x(x—1)+ y(y—1)>xy—1 rownowaznie

x2—x+y2—y2xy—1,

xz—xy+y2—x—y+120,
xz—(y+1)x+(y2—y+1)20.

Lewa strong tej nierownosci traktujemy jak trojmian kwadratowy zmiennej x. Wspotczynnik
przy drugiej potedze zmiennej tego tréjmianu jest dodatni, a wyrdznik tego trdjmianu jest
rowny

A=(=(y+1)) =41 (37 = y+1)= Y2 42y +1-4y? +4y—4=-3y? + 6y -3 =
= —3(y2 —-2y+ 1) = —3(y —1)2 <0 dla kazdej wartosci y.
Oznacza to, ze nierdwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej wartos$ci x. To konczy dowod.

Schemat oceniania (I sposob)

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania 1 pkt
Zdajacy zapisze nierdwno$¢ w postaci rownowaznej, gdzie jedng ze stron nieréwnosci

potraktuje jak trojmian kwadratowy wybranej zmiennej, np.: x> — (y+1)x+ ( v —y+ 1) >0.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....2 pkt

Zdajacy wyznaczy wyr6znik tréjmianu kwadratowego, jako funkcje jednej zmiennej, np.:
A=-3y*+6y-3.

ROZWIAZANIE PEINE cuceneernreenrinnrinniniiinnenntennnnnnennensnesssessssesssnssssesssesssssssssssssssssassssssssases 3 pkt

Zdajacy uzasadni, ze wyrdznik trojmianu przyjmuje wartosci niedodatnie dla kazdej wartosci
zmiennej y i tym samym uzasadni tezg.

Dowod (IT sposéb)
Przeksztalcamy nieréwno$¢ x(x - 1) +y ( y— 1) > xy—1 rbwnowaznie

xz—x+y2—y2xy—1,

X —xy+ y2 —x—y+12>0.
Mnozac obie strony tej nierdwnosci przez 2 otrzymujemy
X —2xy+y2 +x° —2x+1+y2 -2y+12>0
(x2 —2xy+ y2)+(x2 —2x+1)+(y2 —2y+1)20 ,
(x=y)* +(x=1)*+(y-1)"20.

Ta nierownos$¢ jest prawdziwa, gdyz lewa jej strona jest sumg trzech nieujemnych
sktadnikow. To konczy dowod.

Schemat oceniania (II sposob)

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....2 pkt
8
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Zdajacy zapisze nierowno$¢ w postaci rownowaznej, w ktorej jedna ze stron bedzie sumag

sktadnikow nieujemnych, np.: (x— y)2 +(x— 1)2 +(y— 1)2 >0.

Rozwiazanie pelne ceeesneennees Pkt

Zdajacy uzasadni, ze nierdwnos¢ jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x 1 dla kazde;j
liczby rzeczywistej y.
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Zadanie 4. (4 pkt)

Rozwiaz nierownos$¢ —2sin3x>1 w przedziale <0, 27r> .

Sposéb rozwiazania

Nieréwnos$¢ mozemy zapisa¢ w postaci

sin3x < —l .
2
S V4 . ., r 11z .

Zatem 3x e 6 + 2k, 6 + 2k ) (mozemy zapisaC 3x € o + 2k, o +2kr)), gdzie
k jest liczbg catkowita.

Stad x e oz + 2 kr, G 2 kz ) (mozemy zapisaé x I + 2 kr, Hz + 2 k7z> ), gdzie k

18 3 18 3 18 3 18 3
jest liczba catkowita.

Zatem w przedziale <0, 271) rozwigzaniem tej nierownosci jest kazda liczba
T 11z 197 237 31z 357
xel(—— s \ s O s .
18 18 18 18 18 18

Schemat oceniania rozwiazania

Rozwigzanie, w ktérym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania 1 pkt

Zdajacy zapisze nierdwno$¢ w postaci: sin3x < 5

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ....2 pkt

. . . . . . 7 11
Zdajacy zapisze zbidr rozwigzan nierOwnos$¢ , np. w postaci: 3x€<?ﬂ+2kﬂ',?ﬂ-+2kﬂ'> ,

gdzie k jest liczba catkowita.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....3 pkt
. . ., S, . . St 2 2

Zdajacy zapisze zbidr rozwigzan nierdwnos¢ w postaci, np.: x € —§+§ ﬂ,—ﬁ+§kﬂ' ,

gdzie k jest liczba catkowita.

ROZWIAZANIE PEINE cunneernreirenniinniniinnnenniensinntecaensnesssessssesssessssesssesssssssssssssssssassssessssses 4 pkt

Zdajacy zapisze zbior rozwigzan nierdwnosci w przedziale <0, 27z> :

xe<7_” 11”>U<19” 23”>u<31” 35”> lub x & (70°,110°) L (190", 230° ) U(310°,350°)..

18718 18 7 18 18718

10
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Zadanie 5. (3 pkt)

Na przyprostokatnych AC i BC trojkata prostokatnego ABC zbudowano, na zewnatrz trojkata,
kwadraty ACDE i1 BFGC. Odcinek AF przecina przyprostokatng BC w punkcie L, a odcinek

BE przecina przyprostokatng AC w punkcie K (zobacz rysunek). Udowodnij, ze |KC | = |LC | .
D

A B
Dowod (I sposob)

Oznaczmy przez a i b dlugosci przyprostokatnych BC i AB trojkata ABC.
D

A B

Poniewaz trojkaty BCK i1 BDE s3 prostokatne 1 majg wspolny kat ostry przy wierzchotku B,
wiec sg podobne. Analogicznie wnioskujemy, ze trojkaty ACL i AGF s3a podobne. Zatem

|KC| |ED| ICL| |FG| . |KC| b ILC] a
——=1—— oraz — =——,czyli = oraz = .
|CB| |BD| |AC| |AG a a+b b a+b
Stad |KC| = ab oraz |CL| = a_b , Wigc |KC| = |LC , co konczy dowad.
a+b a+b
Uwaga

Mozemy rowniez wzig¢ pod uwage podobienstwo trojkatow BCK i EAK oraz podobienstwo
trojkatow ACL i FBL. Otrzymujemy wowczas
|KC| _|AK| |er| |BL]| . |KC|  b-|KC| ILC| a-|LC|

= oraz = , czyli
|CB| |AE| |AC| |BF| a b b a

Stad
b|KC| = ab—a|KC| oraz a|LC| = ab—b|LC

b

11
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(a+b)|KC| —ab oraz (a+b)|CL| =ab,

KC|=-% oraz |Lc|=-2_
a+b a+b

wiec |KC | = |LC , co konczy dowad.
Schemat oceniania (I spos6b)
Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ....1 pkt
Zdajacy
e zapisze, ze trojkaty BCK i BDE sa podobne oraz trojkaty ACL i AGF sa podobne
albo

e zapisze, ze trojkaty BCK i EAK s3a podobne oraz trojkaty ACL i FBL s3a podobne.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....2 pkt

Zdajacy zapisze proporcje pozwalajace wyznaczy¢ dtugosci odcinkéw KC i LC w zalezno$ci
od dlugosci przyprostokatnych trojkata ABC, np.:
|KC| |ED| ILC| |FG|

= oraz = .
|CB| |BD| |AC| |AG

ROZWIQZANIe PEINE cc..uueeiieniiiiniriiiiiintiiicitinnttinnnicnnnicnsntecssnsiessssicsssssssssessssssssssaesssssssanns 3 pkt

Zdajacy uzasadni, ze |KC|=|LC|= abb.
a+

www.zadania.info

Uwagi

~ 1. Jezeli zdajacy wykaze, ze trojkaty BCK i BDE sa podobne, wyznaczy |KC | = abb , oraz

a+
zapisze, ze analogicznie, korzystajac z podobienstwa trojkatow ACL i AGF, wyznaczamy

|CL|: ab

i tym samym uzasadni tez¢ to otrzymuje 3 punkty.
a+

Dowod (11 sposob)

Oznaczmy przez a i b dlugosci przyprostokatnych BC i AB trojkata ABC.
D

A B
Zapisujemy pola trojkatow EDB i AGF za pomoca a i b oraz |CK | 1 |CL| :
P,z =Pk +F =P, +PF

s = Pepex + Fexp 012z P, crre T repa

AGF

12



www.zadania.info

Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

b

1 1 1 1 1 1

5b(a+b):5(b+|CK|)b+Ea-|CK| oraz 5a(a+b)=5(a+|CL|)a+5b-|CL

a‘b+b2=b2+|CK|~b+|CK|‘a oraz a~b+a2=a2+|CL|‘a+|CL|~b,
a‘b=|CK|(a+b) oraz a-b=|CL|(a+b),

ab

a+b

Schemat oceniania (II sposob)

Stad |CK|: oraz |CL|:aTbb, wiec |KC| :|LC
a

, co konczy dowod.

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ....1 pkt

Zdajacy
e zapisze pole trojkata EDB za pomocg a i b oraz |CK | :

1 1 1
Eb(a+b)=5(b+|CK|)b+5a-|CK|

albo
e zapisze pole trojkata AGF za pomocg a i b oraz |CL| :

1 1 1
Ea(a+b)=5(a+|CL|)a+Eb-|CL|.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....2 pkt

Zdajacy zapisze pola trojkatéw EDB i AGF za pomocg a i b oraz |CK| i |CL
1

, np.:

1 1 1 1 1
5b(a+b):5(b+|CK|)b+Ea-|CK| oraz 5a(a+b):5(a+|CL|)a+5b-|CL|.
ROZWIQZanie PeINe .......ueeieeiiiiiniiiiitinitintennncnnenneenneissecsesssesssesssesssssssssssssssssessases 3 pkt
Zdajacy uzasadni, ze |KC|:|LC|= ab .

a+b

Dowad (111 sposob)
Oznaczmy przez a i b dtugos$ci przyprostokatnych BC i AB trojkata ABC oraz poprowadzmy
przekatne EC i CF kwadratow

D

13
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Poniewaz katy ECA 1 FCB maja po 45°, a kat ACB jest prosty, to punkty E, Ci F s3
wspotliniowe. Zauwazmy teraz, ze trojkaty KCE i BFE s3 podobne, bo KC i BF s3
rownolegte, wigc katy KCE i BFE sa rdwne, a kat przy wierzchotku E jest wspolnym katem
tych trojkatow. Podobnie stwierdzamy, ze podobne sg tez trojkaty CLF i EAF.

|KC| _|BF| |CL| _|EF]| |KC]  a icLl b

Zatem —— = oraz = , czyli = oraz = .
|EC|  |EF| cF| JaG] " b2 T b2 v a2 a2 b2 +a2
Stad |KC| = a2 = ab oraz |CL| = a2 = ab , wWiec |KC| = |LC ,
a2+bJ2 a+b a2+bJ2 a+b
co konczy dowod.
Schemat oceniania (II1 sposéb)
Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ....1 pkt

Zdajacy zapisze, ze trojkaty KCE i BFE sa podobne oraz trojkaty CLF i EAF sa podobne.

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....2 pkt

Zdajacy zapisze proporcje pozwalajace wyznaczy¢ dtugosci odcinkéw KC i LC w zaleznosci
od dtugosci przyprostokatnych trojkata ABC, np.:

|KC| |BF]| \CL| |EF]|
= oraz = .
|[EC| |EF| |CF| |AG]

ROZWIgZanie PeINe .......ueicueineiiniiiiitiitinninntnntenneisnecssecsesssesssesssesssesssssssssssseessases 3 pkt
ab«/g ab

a2 +bJ2  a+b

Zdajacy uzasadni, ze. |KC|=|LC|=

14



su www.zadania.info

Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Zadanie 6. (6 pkt)

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych rownanie x* +(2m—5)x+2m+3=0

. . . . . . . 2
ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste x,, x, takie, ze (X, +x,) =x7-x,° =X’ +x;.

Rozwiazanie
Roéwnanie ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste tylko wtedy, gdy A >0, a wiec gdy

(2m—5)" —4-(2m+3) >0,
4m* —20m+25-8m—12>0,
4m’ —28m+13>0,
A=28"—4-4.13=576=24",
28-24 1 28+24 13
- ==, m= -

s 2 8 2
4[m—l)(m—£j>0,
2
m<l Iub m>§,

1 13
stad me| —o0,— |U| —,0 |.
( 2) (2 j

Uwaga
Nieréwnos$¢_4m” —28m+13 >0 mozemy rozwigzaé poprzez grupowanie wyrazow:
4m’* —28m+13>0,
4m’ —2m—26m+13>0,
2m(2m—1)—13(2m—1) >0,
(2m—13)(2m—1) >0,

m<l Iub m>2,
2 2

I ‘oz 2 2 2 2 2 . sy .
Nierownos¢ (.Xl =+ xz) = XX = X + X, mozemy zapisac w postac1

2 2 2
(xl+x2) Z(xlxz) Z(x1+x2) —2x,x,.
Wykorzystujac wzory Viete’a, zapisujemy te nierdwnos¢ jako nierownos¢ z niewiadoma m

2 2 2
[_2m—5j 2(2m+3j 2[_2171—5) _,.2m+3
1 1 1 1

(2m—5)" = (2m+3)" =(2m—5) —4m—6.
Rozwigzujemy pierwsza nierownos¢
(2m—5)" > (2m+3)’,
4m”® —20m+25>4m” +12m+9,
16=>32m,

m<—,
2

1
stad me| —0,— ).
: ( 2>

Rozwigzujemy drugg z nierownosci

15
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

(2m+3)* =(2m—5)" —4m—6,

Am* +12m+9>4m* —20m+25—4m—6,
36m=10,

m=>—,
18

stad me<i,ooj.
18

Nieréwnos¢ (2m—5)2 >(2m+ 3)2 > (2m—5)2 —4m—6 jest spetiona dla

5 1
me({—,—).
<18 2>
1

. 13 .
Po uwzglednieniu m e _OO’E U 3,00 otrzymujemy

Schemat oceniania

Rozwigzanie zadania sktada si¢ z trzech etapow.

. L . L, L 1 13
1 punkt przyznajemy za zapisanie 1 rozwigzanie nierownosci A>0: me _OO’E v ?,oo .

Uwaga: Jezeli zdajacy zapisze A >0, to za t¢ cze¢$¢ otrzymuje 0 punktow.

4 punkty przyznajemy za rozwigzanie obu nieréwnosci (x; + x, )2 >x7-x" =X+ X,

Przy czym w tej czesci:

¢ 1 punkt zdajacy otrzymuje za skorzystanie z obu wzoréw Viete'a (z kazdego poprawnie,
co najmniej jeden raz) i podstawienie x, +x, =2m—5 oraz x, -x, =2m+3.

e 1 punkt przyznajemy za zapisanie wyrazenia x; + X, za pomocg parametru
(2m-5)" -2(2m+3).

e po 1 punkcie przyznajemy za zapisanie i rozwiazanie kazdej z obu nierownosci (po

uproszczeniu, nieroOwnosci liniowych), np. 16 >32m: me(—oo,a oraz

36m=10:mc i,ooj.
18
Trzeci etap:

1 punkt przyznajemy za znalezienie czesci wspolnej rozwigzan (czesci wspolnej rozwigzan

. . 5 1
trzech nierownosci): me( —,— |.

18 2

Uwaga
Za ostatni etap 1 punkt przyznajemy jedynie wowczas, gdy zdajacy poprawnie wykona etap I
i popehia btedy w rozwigzaniu nierownosci z etapu II albo, gdy popelnia bledy w etapie I
i dobrze rozwiaze, co najmniej jedng nierownos$¢ z etapu II.

16
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Zadanie 7. (6 pkt)

Odcinek AB o dlugosci 4 jest zawarty w prostej o rtOwnaniu y = %x —% ,- Symetralna odcinka AB
przecina o§ Oy w punkcie P = ((), 6) . Oblicz wspotrzgdne koncow odcinka AB.

I sposob rozwiazania

N Ty

@)

n
Vs

/L

(93]

e

rd

AR
19 2 3 4N ex

P

ven N

Symetralna odcinka AB to prosta przechodzaca przez punkt P = (0, 6) i prostopadta do prostej

[\
9%

N

AB , wigc jej rOwnanie ma postac
——ix+6
y 3 .
Wspdtrzedne srodka S odcinka AB obliczymy, rozwigzujac uktad rownan
3 3

=—X——
Y 4 2

4
=——x+6
Y773
Stad

Kazdy z punktow A i B lezy na prostej AB , wigc A= (xA,%xA —%J , B= (xB,%xB —%j . Punkt

S jest Srodkiem odcinka AB o dlugosci 4, wige |AS|=|BS|=2.

18 (3 3 6Y
|AS|:\/(XA—gj +(ZXA—E—§) =2,
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

, 36 324 9 , 81 729
— Xt — =X, —— X, +——
5 25 16 20 100
25 , 45 65
—x, —x,+—=0,
16 4 4

5x,>—36x,+52=0,
A=(-36) —4-5-52=256, JA =16,
36716y, 36+16_26

X .
A 10 10 5

Dla x, =2 otrzymujemy punkt o wspohzednych A = (2, % 22— %j =(2,0), natomiast dla

x, =22 punke A=(§,§.§_§ =(§,2j,
5 5245 2)7\57s

b

X4

26 12
Dla A=(2,0),to B=| —,— |,agdy A=| —,— |,t0o B=(2,0
a ( )to [5 5jagy (5 5jto ( )

Odpowiedz: Konce odcinka AB to punkty o wspohrzednych: (2,0), (— , —j .

II sposéb rozwigzania
Symetralna odcinka AB to prosta przechodzaca przez punkt P = (0, 6) i prostopadia do prostej

AB , wigc jej rOwnanie ma postac
——ix+6
y 3 .
Wspotrzedne $rodka S odcinka AB obliczymy, rozwigzujac uktad rownan
3 3

y=—x-=

4 2
A .
=——x+6
Y773

Stad

X

Zatem y:—i-§+6:§,czyli S= BE .
35 5

Kazdy z punktéw A i B lezy na prostej AB , wigc s3 to punkty przecigcia tej prostej z okregiem

oymmuwpmmaeS=(%i§}imommmuz(qusquﬂzz)

18
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

2 2
Stad x—gj +(§x—£j =4,

5 47 10
6,,324,9 0 8 7O 0.
57725 160 207 100
§x2—£x+@20,
167 47 4
5x*=36x+52=0,
=(-36)"—4-5-52=256, A =16,

=36_16=21ubx 361-1(—)16 26

Jeden koniec odcinka AB ma wspotrzedne (2, 0) natomiast drugi (2? j
12
5

Odpowiedz: Konce odcinka AB to punkty o wspotrzednych: (2 0) (?6 )

Schemat oceniania I i II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania 1 pkt

. . C 4
Zdajacy wyznaczy rownanie symetralnej odcinka AB: y = 3 x+6.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ....2 pkt
Zdajacy
18 6
e obliczy wspotrzedne srodka S odcinka AB: S = 55
albo

e zapisze wspotrzedne punktu A lub B w zalezno$ci od jednej zmiennej, np.:

3 3
A:('XA’Z'XA —EJ

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....4 pkt

Zdajacy zapisze rownanie kwadratowego (nawet w postaci nieuporzadkowanej) z jedng

niewiadoma, np.: (x 18T+(3x 27]
> .- AT o A
5 4 10

19
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Jezeli zdajacy zapisze uktad rownan pozwalajacy obliczy¢ wspotrzedne punktow A i B,

to otrzymuje 3 punkty, np.:

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) S5 pkt

Zdajacy

e zapisze roéwnanie z jedng niewiadoma w postaci uporzadkowanej i na tym zakonczy, np.:
25 , 45 65
—x, ——x,+—=0
16 4 4

albo

e obliczy wspolrzedne punktow A i B z btedami rachunkowymi.
ROZWIQZANIE PEINE cc.ceueeiinniiiiniiiiniiiitiiintinnntncnnnicsnnicssntecssssiesssssssssssssssessssssssssssssssasssnns 6 pkt

Zdajacy obliczy wspohrzedne koncow odcinka AB: (2,0), (%%j .

I11I sposob rozwiazania
Symetralna odcinka AB to prosta przechodzaca przez punkt P = (O, 6) i prostopadta do prostej

AB , wigc jej rOwnanie ma postac
4
=——x+6.
Y 3

Wspdtrzedne srodka S odcinka AB obliczymy, rozwigzujac uktad rownan
3 3

=—X——
Y 4 2

A .
=——x+6
Y773
Stad

Zatem y=—i-§+6=§,czyli S= ﬁ,é .
35 5 55
. . . . . . 3 3
Kazdy z punktow A i B lezy na prostej AB , wigc np. A=| x, 7 x— >
Punkt S jest srodkiem odcinka AB o dtugosci 4, wigc odleglos¢ tego punktu od symetralne;
odcinka 4x+3y—18=0 jest rowna 2, wigc d (A, y)=2.

20
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

4x+3(3x—3j—18
4 2

=2,
42 +3
4x+2x—2—18 =10,
4 2
Z—SX—E =10,
4 2
5x-18 =8,
5x—18=-8 lub 5x—-18=8,
x=2lub x=%6.

Dla x, =2 otrzymujemy punkt o wspohzednych A = (2, % 22— %j =(2,0), natomiast dla

XA:2_6 punkt A:(2_6’§.2_6_§J:(2_6,2).
5 545 2 55

26 12 26 12
Dla A=(2,0),to B=| —,— |,agdy A=| —,— |,to B=(2,0).
(2.0) (5 5) =Y (5 5) (2.0)
.y , . , 26 12
Odpowiedz: Konce odcinka AB to punkty o wspotrzednych: (2,0), (? , ?j .

Schemat oceniania II1 sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania

1 pkt

. : o 4
Zdajacy wyznaczy roéwnanie symetralnej odcinka AB: y = 3 x+6.

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep

Zdajacy
. . , . 18 6
e obliczy wspotrzedne srodka S odcinka AB: S = 53

albo
e zapisze wspotrzedne punktu A lub B w zaleznoS$ci od jednej zmiennej, np.:

3 3
A:(XA,ZXA —Ej

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania

Zdajacy rownanie z wartoscig bezwzgledna z jedng niewiadoma, np.: |5x—18| =8.
Uwaga

Jezeli zdajacy zapisze uktad rownan pozwalajacy obliczy¢ wspotrzedne punktéw A i B,

3.3
. yA 4 A 2
to otrzymuje 3 punkty, np.: |4x +3y —18|
A A -

42 +3?

21
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) S5 pkt

Zdajacy

e zapisze alternatywe¢ rOwnan pierwszego stopnia 1 na tym zakonczy, np.: Sx—18 =-8 lub
5x—-18=8

albo

e obliczy wspolrzedne punktow A i B z btgdami rachunkowymi.

ROZWIQZanie PEINE ....uuceueeceeiiiiniiiictinntinnenntennenneesnesssessesssesssessssessessssssssessssesssases 6 pkt

Zdajacy obliczy wspotrzedne koncow odcinka AB: (2, O) , (% , %J .

22



su www.zadania.info

Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Zadanie 8. (6 pkt)

Trzy liczby sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego, ktérego iloraz jest rozny od 1.
Jezeli wezmiemy kolejno drugg z nich, pierwszg i trzecig, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy
ciggu arytmetycznego. Jezeli pierwszy wyraz tego ciggu arytmetycznego zmniejszymy o 7,
drugi pozostawimy bez zmian, a trzeci zwigkszymy o 3, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy
ciggu geometrycznego. Oblicz te liczby.

I sposdb rozwiazania
Niech a, b i c oznaczajg odpowiednio pierwsza, drugg i trzecig z szukanych liczb. Z wlasnosci
ciggu geometrycznego otrzymujemy réwnanie
b*=ac.
Ciag (b, a, c) jest arytmetyczny, wigc z wlasnosci ciggu arytmetycznego otrzymujemy

b+c
a= .
2
Ciag (b—7, a, c+ 3) jest geometryczny, wigc z wlasnosci ciggu geometrycznego

otrzymujemy réwnanie
a’ :(b—7)(c+3) .

Pozostaje rozwigza¢ uktad rownan

b* =ac
b+c
a=
2

a* = (b—7)(c+3)
Drugie réwnanie przeksztalcamy rownowaznie i otrzymujemy
b+c=2a,
b=2a-c.
Zatem pierwsze 1 trzecie rOwnanie mozemy zapisa¢ w postaci
(201—c)2 =ac oraz a’ =(2a—c—7)(c+3),
Pierwsze z tych rbwnan zapisujemy w postaci
4a* —4ac+c* —ac=0,
4a(a—c)—c(a—c) =0,
(4a—c)(a—c) =0.
Stad wynika, ze ¢=a lub c¢=4a. Poniewaz liczby a, b i ¢ s3 r6zne, wigc c=4a i a#0.
Wowezas rownanie a” =(2a—c—7)(c+3) przyjmuje posta¢
a’ =(2a—4a—7)(4a+3) ,
a’ = (—2a—7)(4a+3) ,
a’ =-8a*—34a-21,
9a” +34a+21=0,
A=34>-4.9-21=400, VA =20,
-34-20 54 -34+20 14 7
a=—=——=-3lwba=——-=-—-=——.
29 18 29 18 9
Gdy a=-3,towtedy c=4a=-12 oraz b=2a—-c=-2a=6 . Wtedy (a,b, c) = (—3, 6,—12)

jest ciggiem geometrycznym o ilorazie -2, (b,a,c)=(6,-3,-12) jest ciagiem

23
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

arytmetycznym o roznicy -9, a (b—7,a,c+3)=(-1,-3,-9)jest ciagiem geometrycznym

o ilorazie 3.

2 14
Gdy a= —z, to wtedy c=4a= _28 oraz b=2a—c=-2a=—.Wtedy (a,b,c) =(—Z,E,—§
9 9 9 99 9
. . . . 14 7 28). .
jest ciggiem geometrycznym o ilorazie 2, (b,a,c)= 59 jest ciggiem
Lo 7 49 7 1). .
arytmetycznym o roznicy —5 ,a (b -7,a,c+ 3) = —3, —5, —5 jest ciagiem geometrycznym

) 1
o ilorazie —.
7
Odpowiedz: Sg dwie trojki takich liczb: (—3,6,—12), (—5,—,——)

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania 1 pkt
Zdajacy

e zapisze robwnanie wynikajace z wlasnosci ciggu geometrycznego (a,b, c), np.: b* =ac
albo

b+c

e zapisze rOwnanie wynikajace z wlasnos$ci ciggu arytmetycznego (b, a, c) ,np.: a= >

albo
e zapisze robwnanie wynikajace z wlasnosci ciggu geometrycznego (b -7,a,c+ 3) , np.:

a’ :(b—7)(c+3).

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ....2 pkt

Zdajacy zapisze uktad rownan pozwalajacy obliczy¢ a, b i ¢, np.:

Cia=(b=7)(c+3).

) b+
b =acia=

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....4 pkt

Zdajacy zapisze rownanie kwadratowego (nawet w postaci nieuporzadkowanej) z jedng
niewiadoma, np.: a* =(2a—4a—7)(4a+3).

Uwaga

Jezeli zdajacy uzalezni jedna sposrod liczb a, b, ¢ od jednej z pozostatych liczb i na tym

poprzestanie, to otrzymuje 3 punkty, np. zapisze: ¢ =4a. Na tym etapie rozwigzania nie
wymagamy, zeby zdajacy odrzucit przypadek c=a.

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) 5 pkt

Zdajacy

e zapisze robwnanie z jedng niewiadomg w postaci uporzagdkowanej i na tym zakonczy, np.:

9a* +34a+21=0
albo

e rozwigze zadanie do konca i nie odrzuci przypadku ciggu statego
albo
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

e rozwigze zadanie do konca i odrzuci przypadek ciggu statego, ale w trakcie
rozwigzywania zadania popetni btgdy rachunkowe.

ROZWIQZanie Pelne .......uueiicvivniiiiiisnnricniisnnicssssnniccssssnnnesssssssecsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 6 pkt

Zdajacy wyznaczy dwie trojki liczb: (—3, 6,—12) , (—Z,E,—ﬁJ .

99 9

I1 sposdb rozwiazania
Niech a, b i ¢ oznaczajg odpowiednio pierwsza, drugg i trzecig z szukanych liczb oraz niech ¢

oznacza iloraz ciggu geometrycznego (a,b, c) . Ze wzoru na n-ty wyraz ciggu
geometrycznego otrzymujemy b=aq i c=aq’

b*=ac.
Ciag (b,a,c)= (aq, q, aqz) jest arytmetyczny, wiec z wlasnosci ciggu arytmetycznego

otrzymujemy
2
g odataq’
2
2a=aq+aq’,

aq’ +aq—2a=0.
Gdyby a=0, to wtedy b=c=0, co jest niemozliwe, gdyz liczy a, b i ¢ sg rézne. Zatem
a# 0. Mozemy wiec podzieli¢ obie strony rownania aq” +aq—2a =0 przez a i otrzymujemy
réwnanie z jedng niewiadoma g
q>+q—-2=0,
(q—l)(q+2) =0.
Stad g =1 lub g =-2. Pierwsze z tych rozwigzan odrzucamy, gdyz wtedy mielibySmy
b=aq=aic=aq =a,ato jest niemozliwe. Zatem g=-2.
Ciag (b—7, a, c+3) = (aq ~7,a,aq” + 3) jest geometryczny, wigc z wlasnos$ci ciggu
geometrycznego otrzymujemy rownanie
a’ = (aq—7)(aq2 +3) .
Podstawiajac g =—2 otrzymujemy rownanie z jedna niewiadoma
a’ = (—2a—7)(4a+3) ,
a’ =-8a*—34a-21,
9a’ +34a+21=0,

A=34>-4.9-21=400, JA =20,
-34-20 54 -34+20 14 7
a=———=——="3lwba=——=——=——.
2-9 18 2-9 18 9
Gdy a=-3,to wtedy b=ag=-2-(-3)=6 oraz c=aq’ =-3- (—2)2 =—12 . Wtedy
(a, b, c) = (—3, 6, —12) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie -2, (b, a, c) = (6, -3, —12) jest
ciggiem arytmetycznym o réznicy -9, a (b—7, a,c+ 3) = (—1, -3, —9) jest ciggiem

geometrycznym o ilorazie 3.

7 7 14 7 2 28
Gdy a=——,towtedy b=ag=——-(-2)=— oraz c=aqg’* =——-(-2) =—==. Wted
Y477y y b=ag=-5-(2)=73 ¢ =52 =3 Y
714 28). .. ) ) 14 7 28
a,b,c)=| ——,—,—— | jest ciagiem geometrycznym o ilorazie -2, (b,a,c)=| —,——,——
( )(99 9]J agiem geometryczny ( )(999)
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

) . e 7 49 7 1). ..
jest ciggiem arytmetycznym o réznicy —32 (b-7,a,c+3)= 59" jest ciggiem

geometrycznym o ilorazie % .
Odpowiedz: Sg dwie trojki takich liczb: (-3, 6,—12) , (—5,—,——j )

Schemat oceniania II sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwigzania 1 pkt
Zdajacy

e zapisze dwie sposrdd liczb a, b i ¢ w zalezno$ci od jednej z nich i parametru wybranego

ciagu, np. w zaleznosci od a i ilorazu ¢ ciagu (a,b,c):b=aq, c¢=aq’
albo
b+c
2

e zapisze robwnanie wynikajgce z wlasno$ci ciggu arytmetycznego (b, a, c) ,np.: a=

albo

e zapisze réwnanie wynikajagce z wlasnosci ciggu geometrycznego (b—7,a, c+3) , np.:
a’ =(b-T7)(c+3).

Rozwigzanie, w ktorym jest istotny postep ...2 pkt

Zdajacy zapisze uktad rownan z wprowadzonymi niewiadomymi pozwalajacy obliczy¢

2
a,bic,np.: a=aq+% iad :(aq—7)(aq2+3).

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....4 pkt

Zdajacy zapisze rownanie kwadratowego (nawet w postaci nieuporzadkowanej) z jedng
niewiadomg a, b lub ¢, np.: a* =(—2a—7)(4a+3).
Uwaga

Jezeli zdajacy obliczy iloraz g i na tym poprzestanie, to otrzymuje 3 punkty. Na tym etapie
rozwigzania nie wymagamy, zeby zdajacy odrzucit przypadek g=1.

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) 5 pkt

Zdajacy

e zapisze robwnanie z jedng niewiadomg w postaci uporzadkowanej i na tym zakonczy, np.:
9a” +34a+21=0

albo

e rozwigze zadanie do konca 1 nie odrzuci przypadku ciggu statego

albo

e rozwigze zadanie do konca i odrzuci przypadek ciaggu statego, ale w trakcie
rozwigzywania zadania popei btedy rachunkowe.

ROZWIAZANIE PEINE cuceneerneennierinninieictinntintenneentesnnensesssesssessssesssesssssessessssssssassssesssases 6 pkt

Zdajacy wyznaczy dwie trojki liczb: (—3, 6,—12) , (——,—,——j .
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Zadanie 9. (5 pkt)

Reszta z dzielenia wielomianu W (x)=6x"+(m+4)x* —2x—1 przez dwumian x—m jest

réwna 8. Oblicz warto$¢ m oraz pierwiastki tego wielomianu.

Rozwiazanie
Z twierdzenia o reszcie z dzielenia wielomianu przez dwumian liniowy wynika, ze W(m) =8.

Otrzymujemy rownanie
6m’ +(m+4)m* —2m—1=8,
Tm’ +4m’* —2m—-9=0.
Poniewaz liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu P (m) =Tm’ +4m*> —2m—-9, gdyz
P(1)=7-+4-1-2-1-9=0, wigc wiclomian ten jest podzielny przez dwumian m—1.

Wykorzystujac schemat Hornera otrzymujemy

Zatem P(m)= (m—l)(7m2 +1 1m+9) . Wyréznik trojmianu 7m° +11m+9 jest ujemny, wiec
liczba 1 jest jedynym rzeczywistym rozwigzaniem rownania W(m) =8. Dla m=1 wielomian
W(x) ma posta¢ W(x)=6x’+5x"-2x—-1. Liczba —1 jest pierwiastkiem tego wielomianu,
gdyz W(-1)= 6-(—1)3 +5-(—1)2 -2-(-1)-1=—6+5+2-1=0, wigc wielomian ten jest

podzielny przez dwumian x+1.
Wykorzystujac schemat Hornera, otrzymujemy

-1 | 6 | -1 | -1 | o

Zatem W(x)=(x+1)(6x2—x—l)=(x+1)(2x—1)(3x+l). Wobec tego  pierwiastkami

wielomianu W (x) sa liczby: —1, —% ,% .
Odpowiedz. Reszta z dzielenia wielomianu W (x)=6x"+(m+4)x’ —2x—1 przez dwumian
x—m jest rowna 8 tylko dla m=1. Wowczas wielomian ten ma trzy pierwiastki: —1, —% ,% .

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego
rozwiazania 1 pkt
Zdajacy

e zapisze rownanie z niewiadoma m, np. 6n’ +(m+4)m> —2m—1=8

albo

e podzieli wielomian W (x) przez dwumian x—m i otrzyma reszte 6m’ +(m+4)m’> —2m—1

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ....2 pkt

Zdajacy zapisze roOwnanie w postaci uporzadkowanej oraz

27



www.zadania.info

Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

e sprawdzi, ze liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu P(m)=7m’ +4m® —2m—9
albo
e dzieli wielomian P(m)="7m’+4m® —2m—9 przez dwumian m—1 (nawet z bledami) .

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....3 pkt

Zdajacy rozwigze rownanie 7n’ +4m’ —2m—9=0: m=1.

Rozwiazanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwigzania (np. bledy rachunkowe) 4 pkt

Zdajacy
e sprawdzi, ze liczba —1 jest pierwiastkiem wielomianu W (x)=6x"+5x" —2x—1, podzieli

wielomian W przez dwumian x+1 ina tym zakonczy lub dalej popetnia btedy
albo

e sprawdzi, ze liczba % jest pierwiastkiem wielomianu W (x)=6x"+5x* —2x—1, podzieli

wielomian W przez dwumian x —% 1 na tym zakonczy lub dalej popelnia btedy

e albo

e sprawdzi, ze liczba —% jest pierwiastkiem wielomianu W (x)=6x"+5x* —2x—1, podzieli

wielomian W przez dwumian x +% 1 na tym zakonczy lub dalej popetnia btedy.

ROZWIQZaANie PEINE c...uuueiioeriiiniiiiiiiiitiiiitiicnticnnticnnnicnnnicsnsicssssscssssssssssessssssssssssssssasssnns 5 pkt

Zdajacy wyznaczy wszystkie pierwiastki wielomianu W: —1, —

9

W | =
N | =

Uwaga
o . . 1 1 . . . o
Jezeli zdajacy sprawdzi, ze kazda z liczb: —1, "33 to pierwiastek wielomianu Wi zapisze,

ze sg to wszystkie pierwiastki tego wielomianu, to otrzymuje 5 punktow.
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Zadanie 10. (5 pkt)
Podstawg ostrostupa jest kwadrat ABCD o boku dtugosci 25. Sciany boczne ABS i BCS maja

takie same pola, kazde rowne 250. Sciany boczne ADS i CDS tez maja jednakowe pola, kazde
rowne 187,5. Krawedzie boczne AS i CS maja rowne dhugosci. Oblicz objetosé tego
ostrostupa.

Rozwiazanie
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

Poniewaz krawedzie boczne AS i CS maja réwne dtugosci, wigc spodek O wysokosci SO
ostrostupa lezy na prostej BD.
Pole $ciany bocznej BCS jest rowne 250, a pole $ciany 187,5, wigc

%-25-!71 =250 oraz %-25-%12 =187,5.

Stad otrzymujemy
h, =20 oraz h, =15.

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa w trojkatach EOS i FOS, skad otrzymujemy uktad
rownan

i =15
{(25-x)2+-h2::202’
i =15
{252—50x+x2+h2:202’
i =15
{252—50x+152=202’

i =15

{BOzﬂM

9 +h* =15

{x:9 .
Stad h=115>-9* =12.
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Objetosc ostrostupa jest rowna
Vv =%-252 12 =2500.
Odpowiedz. Objetos¢ ostrostupa jest rowna 2500.
Uwaga
Wysokos$¢ ostrostupa mozemy obliczy¢ innymi sposobami, np.:
1. Zauwazmy, ze trojkat EFS jest prostokatny, gdyz
|ES|” +|FS|" =157 +20% =225+ 400 = 625 = 25" = |EF|’.

Trojkaty EOS 1 ESF sa prostokatne 1 maja wspdlny kat ostry przy wierzchotku E, wigc trzecie
katy tych trojkatéw rowniez sa rowne. Wobec tego trojkaty te sa podobne.
Stad

|sof _|Fs| . _15

|ES| |EF| 20 25

Wysoko$¢ ostrostupa jest rowna
p=222 1o,
25
2. Mozemy zastosowac twierdzenie cosinusoOw w trojkatach EFS i funkcje trygonometryczne
kata ostrego w trojkacie FOS, skad otrzymujemy:
|ES| =|EF|" +|FS| —2|EF|-|FS|-cos[| EFS

15* =25° +20%> —2-25-20-cos] EFS
225=625+400—-1000-cosl] EFS

cosl[ EFSzwzi
1000 5
. . 4Y 3 . h
Obliczamy sinll EFS =,[1-| = | == oraz sinll EFS =—.
5) 5 |FS|
Stad
é—i, h=12.
5 20

Schemat oceniania

Rozwiazanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do pelnego

rozwiazania 1 pkt
Zdajacy
e obliczy wysokos$¢ jednej ze Scian bocznych ostrostupa opuszczong z wierzchotka S:
h =20, h =15
albo

e zauwazy, ze spodek O wysokos$ci SO ostrostupa lezy na przekatnej BD jego podstawy
(zdajacy nie musi tego pisa¢, wystarczy, ze wynika to ze sporzagdzonego rysunku lub
obliczen zdajacego).

Rozwiazanie, w ktorym jest istotny postep ....2 pkt

Zdajacy

e zapisze uktad rownan pozwalajacy obliczy¢ wysoko$¢ ostrostupa, np.:

X’ +h*=15"
(25-x)" +h* =20°
albo
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

e zauwazy, ze trojkat ESF jest prostokatny, trojkaty EOS i ESF sa podobne (lub
jakakolwiek para trojkatow sposréd EOS, FOS, ESF) i zapisze rOwnanie pozwalajace
obliczy¢ wysoko$¢ ostrostupa: . = 15

20 25

albo

e zauwazy, ze trojkat ESF jest prostokatny i zapisze pozwalajace obliczy¢ wysokos¢
ostrostupa rownanie wynikajace np. z policzenia pola tego tréjkata na dwa sposoby:

Losn=Li15.20
2 2

albo
e zapisze zaleznosci pozwalajgce obliczy¢ wysokos$¢ ostrostupa, np.:

sinl] EFS = é oraz sinl] EFS :L.
5 |FS|

Pokonanie zasadniczych trudnosci zadania ....3 pkt

Zdajacy obliczy wysokos¢ ostrostupa: h=12.

Rozwigzanie zadania do konca, lecz z usterkami, ktore jednak nie przekreslaja
poprawnosci rozwiazania (np. bledy rachunkowe) 4 pkt

Zdajacy

e obliczy objetos¢ z btedem rachunkowym
albo

e pominie wspotczynnik 3 we wzorze na objetos¢ ostrostupa i otrzyma objetosé ostrostupa

rowng 7500.

ROZWIQZANIE PEINE cc..uueeiiniiiiniiiiiiiiititictiinincnntninnticssnnicssssiessssissssssssssesssssessssssssssasssnns 5 pkt
Zdajacy obliczy objetos¢ ostrostupa: V =2500.

Uwaga
Jezeli zdajacy obliczy, np. cos'| EFS = g , odczyta miarg kata z tablic i wykona obliczenia na

przyblizeniach, to otrzymuje o 1 punkt mniej za rozwigzanie.
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Zadanie 11 (4 pkt)

W urnie jest dziesi¢¢ kul: 4 biate, 3 czarne, 2 zielone 1 1 niebieska. Losujemy jednocze$nie
trzy kule z urny. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze
wsrod wylosowanych kul nie ma kul w tym samym kolorze. Wynik przedstaw w postaci
utamka zwyklego nieskracalnego.

Rozwiazanie (I sposob)

Przyjmijmy, ze zdarzeniami elementarnymi sa wszystkie trzyelementowe podzbiory {x, Vs z}
zbioru {bl, b, b,b,,c,c, ¢z, 2, n} . Mamy woéwczas do czynienia z modelem klasycznym.

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych jest wowczas rowna

|Q|:(10]:ﬂ:120
3) 713!

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze kazda z wylosowanych kul bedzie innego
koloru niz pozostate. Poniewaz losujemy trzy kule, a kolorow kul sa cztery, wigc mamy

(3] =4 mozliwoS$ci zestawienia koloréw:

e biala, czarna, zielona

e biala, czarna, niebieska

e biala, zielona, niebieska

e czarna, zielona, niebieska
Liczba wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A jest zatem réwna

|A|=4-3-2+4-3:1+4-2:1+3-2-1=50.
Prawdopodobienstwa zdarzenia A jest rowne
(A)= [4_s0_5
Q] 120 12

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze kazda z wylosowanych
kul bedzie innego koloru niz pozostate jest rowne %

Schemat oceniania I sposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do calkowitego
FOZWIQZANIA ZAAANIA «.uceueerrneeireniennsnenseesssecssnnsssesssssssseesssssssesssssssssssssssssssssassssasssssssassssassssasssns
Gdy zdajacy

10
e zapisze, ze |Q| 2( 3 j 1 na tym zakonczy lub dalej rozwiagzuje btednie

albo
e wskaze poprawnie cztery przypadki, w ktorych kazda z wylosowanych kul bedzie
innego koloru niz pozostate.
Rozwigzanie, w ktorym jest iStotny POSEEP ....cccceveevvercseissunisenssnecssnnsssncssensssecsssssssesssnssessnne
Zdajacy zapisze liczbg wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A:

|A| =4-3-24+4-2-1+4-3-1+3-2-1=50 1 na tym zakonczy lub dalej rozwigzuje btednie.

Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania .......eeeeeneenneenneensnennsennsnenssecnssecsssesssessscssseessse
Zdajacy obliczy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych i liczbg wszystkich zdarzen

elementarnych sprzyjajacy zdarzeniu A: |Q| =120, ze |A| =50 i na tym zakonczy lub dale;j
rozwiazuje blednie.
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Schemat oceniania
Poziom rozszerzony

Uwaga

Jezeli zdajacy wypisze bezblednie wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu
A, ale btednie obliczy ich liczbe (np. opusci przy zliczaniu jedng z mozliwosci) i
konsekwentnie rozwigze zadanie do konca, to otrzymuje 3 punkty.

ROZWIQZANIE PEINE c.cunuerneiiieiriiiiitinticctintnntenecnniceisaesseissesssssssssssssssssesssssssssssssssssasssse 4 pkt

. : . : 5
Obliczenie prawdopodobiefistwa zdarzenia A: P(A)= e

Uwagi

1. Zdajacy nie musi w jawny sposob napisac |Q| =120, wystarczy, ze przy obliczaniu
prawdopodobienstwa dzieli przez 120.

2. Jezeli zdajacy przy wypisywaniu zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A poda
co najmniej jeden z podzbioréw, w ktorym znajduja si¢ kule w tym samym kolorze, np.
{bl,bz,cl} , to moze za cate rozwigzanie otrzymac co najwyzej 1 punkt.

3. Akceptujemy sytuacje, w ktorej zdajacy zapisze, ze zbior zdarzen elementarnych ma
postac

Q= {{b,b,b},{b,b, c},{b,b,z},{b,b, n},{b, c, c},{b, c,z},{b, c,n},{b, z, c},

{b,z,z}{b,z,n} {c,c,c}.{c.c.z}.{c.e,n} {c, 2,2}, {c, z,n} {2, 2, n}}
oraz ze zdarzeniu A sprzyjaja nastgpujace zdarzenia elementarne:
{b, c, z} ,{b, c, n} {b, Z, n}, {c, Z, n} , 0 ile z innych zapiséw zdajacego wynika, ze rozrdznia
kule tego samego koloru, np. gdy zapisze: |Q| =120 lub |A| =50. Jezeli jednak inne zapisy
wskazuja na to, ze zdajacy nie rozroznia kul tych samych kolorow, np. zapisze
=16 1ub |A

otrzymuje (0 punktow.

=4 , a nastepnie stosuje klasyczng definicje prawdopodobienstwa, to

Rozwiazanie (II sposdb)
Przyjmijmy, ze zdarzeniami elementarnymi sg wszystkie trzywyrazowe réznowartosciowe

ciggi (x,,z), gdzie x, y, ze{b.b,, b, b,, ¢, ¢,, ¢;, 7, z,, n} . Mamy wowczas do czynienia

z modelem klasycznym.
Liczba wszystkich zdarzef elementarnych jest wowczas rowna

|Q|=&=720.
7!

Niech A oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze kazda z wylosowanych kul bedzie innego
koloru niz pozostate.
Rozwazmy najpierw wszystkie mozliwe zestawienia trzech roznych koloréw kul. Mozemy
wigc mie¢ po jednej kuli

e Dbialej, czarnej, zielonej

e bialej, czarnej, niebieskiej

e bialej, zielonej, niebieskiej

e czarnej, zielonej, niebieskiej
Z kazdego zbioru takich trzech kul mozemy utworzy¢ 3! ciggéw. Zatem liczba wszystkich
zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A jest rowna

|A|=314-3-24314.3-1+3:4-2-1+3!:3-2-1=300.
Prawdopodobienstwa zdarzenia A jest wigc rowne
A
(4) _|A[_300_5
Q 720 12
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Odpowiedz: Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze kazda z wylosowanych
kul bedzie innego koloru niz pozostale jest rowne 7

Schemat oceniania IIsposobu rozwiazania

Rozwigzanie, w ktorym postep jest niewielki, ale konieczny na drodze do calkowitego
FOZWIQZANIA ZAAANIA cueceneeirenineiriiisneniteeninecssnisssessnnssseesssssssnssssssssessssssssssssassssasssssssssssssssssasssss 1 pkt
Zdajacy

10!
e zapisze, ze |Q| =10-9-8= el i na tym zakonczy lub dalej rozwigzuje blednie.

albo
e wskaze poprawnie cztery przypadki, w ktorych kazda z wylosowanych kul bedzie
innego koloru niz pozostate.
Rozwiazanie, w Ktorym jest iStOtny POSEEP ...ccccevveeirercserisnessenssnensnnssaessnnsssecssesssssssassssasssnee 2 pkt
Zdajacy zapisze liczbe wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A:

|A| =314.3.2+3:4.2-1+3"4-3-1+3!3-2-1=300 1 na tym zakonczy lub dalej rozwigzuje

btednie.

Pokonanie zasadniczych trudnosci Zadania ........eeeeeinseeiseininensseinsensennssecssnesssecssecsseesses 3 pkt
Zdajacy zapisze, ze |Q| =720 oraz, ze |A| =300 i na tym zakonczy lub dalej rozwigzuje

btednie.

ROZWIgzZanie DeZDIEANE ......ccuueiicneiinniriiniiiiiniiiiniinntiinnnecsntissnticsssnicsssssssssssssssesssssessssassssees 4 pkt

Obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia A: P(A) = o

Uwagi

1. Zdajacy nie musi w jawny sposob napisaé |Q| =720, wystarczy, ze przy obliczaniu
prawdopodobienstwa dzieli przez 720.

2. Jezeli zdajacy przy wypisywaniu zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A poda
co najmniej jeden z ciggdw, w ktorym znajduja si¢ kule w tym samym kolorze, np.
(bl,bz,cl) , to moze za cate rozwigzanie otrzymac co najwyzej 1 punkt.

3. Akceptujemy sytuacje, w ktorej zdajacy zapisze, ze zbior zdarzen elementarnych ma
postac
Q= {(b,b,b),(b,b, c),(b,b,z),(b,b,n),(b, c,c),(b,c,z),(b,c,n),(b, z,n),

(b, z, z),(b, z, n),(c, c, c),(c, c, z),(c, c,n),(c, z, z),(c, z,n),(z, z, n)}

oraz ze zdarzeniu A sprzyjaja nastgpujace zdarzenia elementarne:

(b, c,z),(b, c, n),(b, z,n),(c, z,n) , {b, c, z},{b, c, n},{b, Z, n},{c, Z, n} , 0 ile z innych zapiséw
zdajacego wynika, ze rozroznia kule tego samego koloru, np. gdy zapisze: |Q| =720 lub
|A| =300. Jezeli jednak inne zapisy wskazuja na to, ze zdajacy nie rozrdznia kul tych
samych koloréw, np. zapisze |Q| =16 lub |A| =4 , a nastepnie stosuje klasyczng definicje

prawdopodobienstwa, to otrzymuje 0 punktow.
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