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IV Olimpiada Matematyczna Gimnazjalistow
(zawody stopnia drugiego)
17 stycznia 2009 r.

Szkice rozwigzan

1. Wyznacz wszystkie tréjki (a,b,c) liczb nieparzystych dodatnich spelniajace zaleznosé
at+c—b a

b+c—a b’
Rozwigzanie
Przeksztalcajac rownowaznie dana zaleznos¢ uzyskujemy kolejno:

ab+bc—b% =ab+ac—a?,

a?—b?—ac+bec=0,
(a—b)(a+b)—(a—b)c=0,
(a—b)(a+b—c)=0.
Poniewaz liczby a, b oraz c sa nieparzyste, wiec liczba a+b—c jest takze liczba nieparzysta.
W szczegblnosci liczba a+b— ¢ jest rézna od zera. Wobec tego dana w tredci zadania
zaleznos¢ jest réwnowazna rownosci a = b.
Ostatecznie tréjkami (a,b, c) spelniajacymi warunki zadania sa tréjki postaci (a,a,c), gdzie
a, ¢ sa dowolnymi liczbami nieparzystymi dodatnimi.

2. Kazda z liczb x1,22,...,2101 jest réwna 1 lub —1. Wyznacz najmniejsza mozliwa wartosé
wyrazenia ri1Ts-+xox3+T3Ts+ ...+ T100T101 +T10121 -
Rozwigzanie
Liczby x1,29,...,2101 sa réwne 1 lub —1, a wiec kazda z liczb x1x2, Tox3, T324,. .., T100T101,
r101x1 jest tez réwna 1 lub —1.
Przypusémy, ze kazda z liczb x1x2, 23, T324,..., T100T101, 1011 jest rowna —1. Wowcezas
101 2

—1= (—1) = (:L’ll‘g) . ($QIE3) . ($3£U4) et (%1001‘101) . ($101$1) = (I1$2 .. .xlm) .

UzyskaliSmy sprzecznos¢, z ktorej wynika, ze wsrod liczb xqxs, xoxs, x324,..., T100T101,

T101x1 musi by¢ co najmniej jedna réwna 1. Zatem
T1To+Toxs+x3T4+ ... +X100T101 + T10121 = 100- (—1) +1=-99.

Warto$é —99 mozemy uzyskac przyjmujac r1=x3=...=x191=10raz ro=x4=...=x100=—1.
Stad wynika, ze —99 jest najmniejsza mozliwg wartoscia, jakag moze przyjaé¢ dane wyrazenie.

3. Dany jest rownoleglobok ABC D oraz punkt E nalezacy do boku BC. Przez punkt D
prowadzimy prostg k réwnolegla do prostej AE. Na prostej k obieramy takie punkty K, L,
ze czworokat AF K L jest rownolegtobokiem. Udowodnij, ze réwnolegtoboki ABCD i AEKL
maja rowne pola.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez [F] pole figury F.

Réwnolegtobok ABCD oraz tréjkat ADE maja wspolna podstawe AD oraz wysokosci
réwnej dlugosci opuszczone na te podstawe. Wobec tego [ABC D] =2[ADE].

Podobnie, rownolegtobok AEK L oraz tréjkat ADFE majg wspolng podstawe AE oraz wy-
sokosci réwnej dlugosci opuszczone na te podstawe. Stad otrzymujemy [AEK L|=2[ADE].
Laczac uzyskane réwnosci dostajemy [ABC D] = [AEK L], co nalezalo wykazaé.
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4. W turnieju tenisa stolowego wzieto udzial 50 zawodnikow. Kazdy zawodnik rozegral
jeden mecz z kazdym innym zawodnikiem, nie byto remiséw. Czy mozliwe jest, aby kazdy
z uczestnikow wygral te sama liczbe meczéw? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie

Odpowiedz: Taka sytuacja nie jest mozliwa.

Przyjmijmy, ze kazdy zawodnik wygral £ meczow. Wéwczas liczba wszystkich meczow wy-
granych, a wiec i rozegranych w turnieju wynosi 50k.

Z drugiej strony kazdy zawodnik przegrat doktadnie 49—k meczéw. Zatem liczba wszystkich
mecz6w przegranych, a wiec i rozegranych w turnieju wynosi 50(49 — k).

Wobec tego 50k =50(49 — k), skad obliczamy k =49/2. Otrzymalidmy sprzecznos$é, ktéra
konczy rozwiazanie zadania.

5. Ostrostup prawidlowy szedciokatny przecieto ptaszczyzna, ktora przecina wszystkie jego
krawedzie boczne. W przekroju otrzymano sze$ciokat wypuklty ABCDFEF. Wykaz, ze proste
AD, BE i CF przecinaja sie w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Niech P oznacza punkt przeciecia prostej zawierajacej wysokos¢ danego ostrostupa z ptasz-
czyzng szesciokata ABCDEF. Wykazemy, ze punkt P lezy na kazdej z prostych AD, BFE,
CF. Punkt P jest wowczas punktem wspdélnym prostych AD, BE i CF.

Niech S oznacza wierzchotek danego ostrostupa. Poniewaz ostrostup jest prawidtowy, wigc
wysokos¢ tego ostrostupa lezy w plaszczyznie ADS. Wobec tego prosta zawierajaca wyso-
kos¢ ostrostupa przecina prostg AD. Stad wynika, ze punkt P lezy na prostej AD.
Analogicznie dowodzimy, ze punkt P lezy na prostych BE i C'F, co konczy rozwiazanie
zadania.




