Whisuje zdajacy przed rozpoczeciem pracy

Miejsce na nalepke
z kodem szkoty

PESEL ZDAJACEGO

PROBNY EGZAMIN MATURALNY

~~ Z. MATEMATYKI
] CKA - Kkurs przygotowujacy
o L 28 kwietnia 2005
I\,
C E N T R U M
KSIZITALCENIA Arkusz I1
AKADEMICKIEGO

Poziom rozszerzony

Czas pracy 150 minut
Instrukcja dla zdajacego

1. Prosz¢ sprawdzi¢, czy arkusz egzaminacyjny zawiera 11 stron. Ewentualny brak nalezy zglosi¢

przewodniczacemu zespohu nadzorujacego egzamin.

N

zadaniu.
Proszg pisa¢ tylko w kolorze czarnym; nie pisa¢ otowkiem.

Nie wolno uzywac korektora.
Bledne zapisy trzeba wyraznie przekreslic.
Brudnopis nie bgdzie oceniany.

P NN W

poprawne rozwiazanie.'

Rozwiazania i odpowiedzi nalezy zapisa¢ czytelnie w miejscu na to przeznaczonym przy kazdym

W rozwiazaniach zadan trzeba przedstawi¢ tok rozumowania prowadzacy do ostatecznego wyniku.

Obok kazdego zadania podana jest maksymalna liczba punktow, ktéra mozna uzyskaé za jego

9. Podczas egzaminu mozna korzysta¢ z udostgpnionego zestawu wzordw matematycznych, cyrkla

i linijki oraz kalkulatora. Nie mozna korzysta¢ z kalkulatora graficznego.

Zyczymy powodzenia!
Whisuje egzaminator / nauczyciel sprawdzajacy prace
Nr. zadania 1. |2, [3. |4. |5 |6. |7. |8 |9. 10. SUMA
Mak 1
Ay 4.6 5 4.6 35 6 6 5 50
liczba punktow
Uzyskana
liczba punktow
© CKA 2005. Plik pobrany ze strony www.zadania.pl - Matematyka — trening przed maturg - Arkusz Il — rozwigzania strona 1



http://www.zadania.pl

Uwagal

Tylko na naszych stronach internetowych:

www.zadania.pl
www.cka.pl
WWW.rozwiazania.pl

w dniu matury z matematyki tradycyjnie
zamiescimy PEENE rozwigzania zadan maturalnych.

Serdecznie Zapraszamy.

CKA
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ZADANIE 1.(3 punkty) Wykaz, ze jezeli wspotczynniki rownania kwadratowego ax” +bx+c=0,
gdzie a # 0 spetniaja rownanie a—b +c =0, to rOwnanie takie ma co najmniej jedno rozwiazanie.
ROZWIAZANIE

Zauwazmy, ze z rtOwnania a—b+c =0, mamy: b=a+c.

Roéwnanie kwadratowe ax® +bx +c =0 ma co najmniej jedno rozwiazanie, gdy A >0. Mamy,
zatem:

A =b%—4ac :(a+c)2 —dac =a* +2ac+c* —dac = a* —2ac+c* :(a—c)2 >0.

Kwadrat kazdej liczby jest nieujemny. Zatem dowdd zostal zakonczony.

ZADANIE 2. (4 punkty) Dla jakich warto$ci parametru a i b liczba 1 jest pierwiastkiem
podwojnym wielomianu P(y)=y* +ay” +y—b.

ROZWIAZANIE

Sposéb 1. Przedstawiamy wielomian P w postaci iloczynowej (przez poznany trzeci z jego

. . , 2 3 2
pierwiastkow): P(y) :(y—l) (y—p) =y —(p+2)y +(l+2p)y—p.
Poréwnujac wspotczynniki otrzymujemy uktad réwnan z niewiadomymi a, b, p:

—(p+2)=a,

1+2p =1,

—p=-D,
stad p=0, a=-2, b=0.
Odp. a=-2,b=0.
Sposéb 2. Liczba 1 jest pierwiastkiem podwdjnym wielomianu P, jezeli:
P(1)=01i P'(1)=0.
Obliczamy pochodna funkcji P:
P'(y)= 3% +2ay+1.
Skad otrzymujemy uktad réwnan:
{1 +a+1-b=0,

3+2a+1=0.
Z drugiego réwnania mamy
2a = -4, a =-2. Tak wyznaczone a wstawiamy do rOwnania pierwszego.
1-24+1-b=0,b=0.
Odp. a=-2,b=0.
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Sposéb 3. Mamy: P(1)=a—-b+2=0, wigc a=b—-2. Stad

P(y) :y3 +(b—2)y2 +y-b :y3 —2y2 +y+b(y2 —l) :y(y—l)2 +b(y2 —l).

Poniewaz (y—l)2 ma dzieli¢ wielomian P ,wigc (y—l)2 dzieli b(y—1)y+1), co jest mozliwe
tylko w przypadku b = 0. Mamy wigc:

P(Y):y3—2y2+y,azatema:—2, b=0.

ZADANIE 3 (5 punktéw) Rozwiaz nieréwnos¢: 1++/x+5 > x.
ROZWIAZANIE

Dziedzina nier6wnosci sa liczby x > -5.
Rozwiazujemy zatem nieréwnos$¢ vx+5 >x—1.

Zauwazmy, ze dla x <1, prawa strona jest ujemna i nier6wno$¢ spetniona jest tozsamosciowo. W
tym przypadku rozwiazaniem sa liczby x e < -5,1 ) Zatem rozwiazujemy nierownos¢ dla x>1
podnoszac ja obustronnie do kwadratu.

2 2 2
x+5>(x—l) , X+5>x"-2x+1, x"=3x-4<0.
Rozwiazujemy ostatnia nierdwnosc¢:

xe(-L4) A x=1. Stque<l,4).

Ostatecznie xe<—5,l) lub xe(1,4), czyli xe<—5,4).

- Odp.xe<—5,4).
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ZADANIE 4 (5 punktéw) Dany jest ciag w ktorym a; =2, a,,; =a, +2n+2. Wyznacz wzor na

n-ty wyraz ciagu { a, } .
ROZWIAZANIE
Wyznaczamy kilka poczatkowych wyrazéow ciagu danych rekurencyjnie. Podstawiajac do
wzoru kolejne liczby naturalne otrzymujemy:
a =2
ay=a;+2+2=2+2+2=6,
ay=a,+2:2+2=6+4+2=12,
ag=a3+2-3+2=12+6+2=20,
as=ay+2-4+2=20+8+2=30,

g =as+2-5+2=30+10+2=42,

Ze wzoru okreslajacego ciag mamy

ay,;—a,=2n+2 dla neN.

Przyjmujac:

b=a =2,

b,=a,—a, ;=2(n-1)+2=2n dla neN.

Mozemy zapisac:

a, =(a,—a,_)+(a,_y—a, ) +...+(ay—a))+a; =b, +b,_ | +...+b,

Gdyz wszystkie wyrazy prawej strony z wyjatkiem pierwszego ulegaja skroceniu.
Mamy wobec tego

a, =2n+2(n—1)+..+4+2=2(142+...4+n)= =n"+n.

Odp. a, =n(n+1).
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ZADANIE 5. (7 punktéow) Rozwiaz rdwnanie: tg x + th X+ tg3 X+...=sinx+cosx

ROZWIAZANIE

Korzystajac ze wzoru na sume szeregu geometrycznego
S = li’ dla |¢| <1, otrzymujemy:
—-q

tgx

=sinx+cosx i |tgx[<1,
I-tgx

stad kolejno mamy:
sin x . . 2 .2

—————— =sinx+cosx, sinx=cos” x—sin” x,
cosx —sin x
2sin’ x+sinx—1=0.

Podstawiamy sin x = ¢ 1 otrzymujemy:

5 1

2t +t—1:0, Skqd t1:—1 lub tZZE

Mamy, wigc

sinx=-1 lub sinx:%.

si11x:l—2si112x,

. , , . . T . . , . . , .
Pierwsze z rO6wnan ma rozwigzania Xx =—E+2k7l'; ta seria rozwigzan nie spelnla rownania

wyjsciowego, gdyz funkcja tgx jest dla tych warto$ci nieokres$lona.

Rownanie sin x = 5 sin x = sin g , ma rozwigzania

x:%+2k7r lub x:n—%+2kn oraz mamy:

T T 1 S T 1
tg| —+ 2k |=tg—=—, tg| —+2kn |=—tg—=—+
g[6 ] o g[6 ] o

g Nl

a wiec spelia zalozenie |tgx| <1.
P g

Odp. x:%+2kn lub xz%”ukn, odzie k=0,%1,£2,....
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ZADANIE 6 (4 punkty) W wycinek kota o promieniu R i kacie ostrym 2o wpisano okrag.
Obliczy¢ promien tego okregu.
ROZWIAZANIE

Mamy: =sina,

R-r

stad bezposrednio wyliczamy 7:

r=Rsino —rsina,
r(l+sina)=Rsina .

Odp. r:m.
1+sino

ZADANIE 7 (7 punktow) Trojkat rownoramienny o danym obwodzie m obraca si¢ dookota
podstawy. Poda¢ maksymalna objgtos¢ powstatej w ten sposob bryty.
ROZWIAZANIE

Objetos¢ bryly powstalej przez obrot trojkata réwnoramiennego

. 1 1 .
przedstawionego na rysunku okre$la wzor: V:2-§7rh2 5 vy, czyli

V= % nh’y. Obwéd trojkata ABC wynosi m, czyli

v+2x=m stad y=m—2x. Na podstawie twierdzenia Pitagorasa dla

. . 1 1
trojkata ADC, otrzymujemy: A’ +Zy2 =x?, skad A*=x? _Zyz'

Poniewaz y =m—2x to

h* =x* —l(m —2x)2 ,stad #* = mx—lm2 )
4 4

Objetos¢ bryty w zaleznosci od x jest rowna:

1 1 1
V(x) =—n|mx——m’ -(m—2x) LR P +§m2x——m3 dla 0<x <.

3 4 3 2 4 2
Wyznaczamy maksimum funkcji

' T 3 2

V(x):— —4mx+—m" |,

3 2

a nastgpnie badamy znak pochodne;j:
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V’(x)>0<:)—4mx+§m2 >0©x<§m.

Na osi zaznaczamy znak pochodne;j

Funkcja rosnie () Funkcja maleje

e Stad wynika, ze maksimum funkcji jest w punkcie
+4++ 4+ = (’C)>
0 3 m m X, =—m, a Wigc:
m = 8
8 2

Odp. V.. :V(gm]:£m3.
8 96
ZADANIE 8 (5 punktéw) Narysowa¢ zbior ANB, jesli A={( x, y ):[x|+[y|<1},
B:{( X, y ):y2|log2(x+l)|}.
ROZWIAZANIE

Zbior A jest symetryczny wzgledem osi uktadu wspotrzednych.
Dla x>0Ay>0,mamy x+ y<1.

A

1

>
1 X

Po odbiciu tego zbioru wzgledem osi uktadu wspdtrzednych, mamy rysunek a.

W celu wyznaczenia zbioru B, przedstawiamy wykres funkcji y = |10g2 (x + l} na rysunku b.
A y A
y

\ B
Z brzegiem

E

.
>

7/2 brzegiem
AN
—1 7 1 x >

-1 I x

rys a. rys b.

natomiast zbior 4 N B przedstawia rysunek c, oraz A\ B przedstawiono na rysunku d.

© CKA 2005. Plik pobrany ze strony www.zadania.pl - Matematyka — trening przed maturg - Arkusz Il — rozwigzania

strona 8


http://www.zadania.pl

Z brzegiem

Iys c.

12
. : 2 :
ZADANIE 9 (5 punktow) Znalez¢ wyraz rozwinigcia dwumianu (%/; +—] w ktorym nie
X

wystepuje x.
ROZWIAZANIE

Korzystajac z dwumianu Newtona:

(a+b)' =3 (Z]an_kbk :

k=0
mamy

12 12 12—k k 12 12—k

2 12) —— 2 12) ——*k

A S
W tym wyrazeniu x nie bedzie wystepowal, gdy:
-k, o
3

czyli 12—k -3k=0, stad k=3.

Obliczamy wyraz czwarty rOwnania:

12 9 3 (12 12 11
(é/;) (Ej — x3.i:g. :g.wzg.lo.ll.zzlmo,
3 X 3 x3 3 1-2-3
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Zadanie 10 (5 punktow) Rzucamy raz kostka, a nastgpnie moneta tyle razy, ile oczek wypadlo na
kostce. Oblicz prawdopodobienistwo, Ze ani razu nie wyrzucimy reszki.

ROZWIAZANIE

Niech 4; oznacza wyrzucenie kostka i oczek dla i =1, 2, ...,6, natomiast

B, nie wyrzucenie reszki, czyli wyrzucamy same orly.
1
Mamy P(Ai):g dlai=12,...,6 oraz

P(B/ 4;) - L iz12..6.
21
Zastosujemy wzor na prawdopodobienstwo catkowite

P(B)=P(4)P(B/ 4 )+P(4)P(B/ 4)+...+ P(4,)P(B/ 4,) :ée+2i++2i] =

1_@6 1(1_ 1 ]_ 63 21

2°) 384 128

Zadania pochodza z ksigzek naszego wydawnictwa

1. Matematyka nowa matura - zagadnienia teoretyczne wraz z przyktadami cz. |I.

2. Matematyka nowa matura - 1001 zadan z petnymi rozwigzaniami i komentarzem cz.ll
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Matematyka

nowa martura

Zagadnienia teoretyczne
wraz z przyktadami

Poziom podstawowy
i rozszerzony

KA

»Matematyka — nowa matura - zagadnienia teoretyczne wraz
z przykfadami cz.1” jest ksigzka przeznaczong dla uczniow
przygotowujacych sie do egzaminu maturalnego z matematyki
na poziomie podstawowym i rozszerzonym. Zawiera
opracowanie zagadnien teoretycznych zgodnych z wymaganiami
programu nauczania. Zawarty materiat przedstawiony jest
sposdb zwigzly, zobrazowany licznymi przyktadami. Ksigzka
obejmuje wszystkie zagadnienia obowigzujace na egzaminie
maturalnym z matematyki tj.

podstawowe dziafania (procenty, Srednie, wykresy i diagramy),
funkcja liniowa i kwadratowa, wielomiany, réwnania i nieréwnosci
algebraiczne, funkcja wykfadnicza, funkcja logarytmiczna,
funkcje trygonometryczne, funkcje cyklometryczne, indukcja
matematyczna, dwumian Newtona, ciggi liczbowe, funkcja i
rachunek rozniczkowy, planimetria, stereometria, geometria
analityczna, kombinatoryka, rachunek prawdopodobieristwa i
zmienna losowa oraz elementy statystyki.

Doskonatym uzupetnieniem tej pozycji jest ksigzka naszego
wydawnictwa ,,Matematyka — nowa matura — 1001 zadan z

petnymi rozwigzaniami i komentarzami”.

Wydawnictwo: Centrum Ksztatcenia Akademickiego CKA
Wydanie: pierwsze styczer 2005

Format: A5

llos¢ stron: 237

Cena detaliczna: 35,- PLN

ISBN: 83-918391-3-3
TSEN 839183013-3

839133
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»Matematyka — nowa matura - 1001 zadarn z pefnymi rozwigzaniami
i komentarzami cz.|I” . Ksigzka zawiera 1001 zadan z petnymi
rozwigzaniami i komentarzami. Jest to jedyna taka publikacja na rynku,
M q te m q tykd zawierajaca tak ogromna baze zadan przeznaczong do przygotowania
sie do nowej matury z matematyki. Zadania zostaty utozone dziatami
matematyki i obejmujg poziom podstawowy i rozszerzony. Doskonatym

nowa martura

uzupetnieniem drugiej czesci ksiazki jest ,,Matematyka — nowa matura
- zagadnienia teoretyczne wraz z przykfadami cz.1” gdzie zawarta

] 00 -I de Cl n jest teoria niezbedna do rozwigzywania zadan. Obydwie ksigzki

z petnym i I'DZWia_ZEI niami stanowig integraing cato$¢ ale zakupic je mozna osobno.

i komentarzami Autorzy obu pozycji z matematyki sg przekonani, ze dzigki tym obu
ksiazkom maturzysta nabedzie umiejetnosci rozumienia i rozwigzywania

Poziom podsfawowy zadan z tej, catkiem przyjemnej, dziedziny, jaka jest matematyka. A co

i rozszer. zony najwazniejsze skutecznie przygotuje sie do egzaminu maturalnego.

Wydawnictwo: Centrum Ksztatcenia Akademickiego CKA

Wydanie: pierwsze styczen 2005

Format: A5
. ISBN 839183914-1
llos¢ stron: 601
Cena detaliczna: 49,90 PLN
ISBN: 83-918391-4-1
7883911839140

Przykladowe zadania z ksigzki ,,Matematyka nowa matura — 1001 zadan z pelnymi
rozwigzaniami i komentarzami cz. II” © CKA 2005 sa dostepne na naszej stronie
internetowej do bezplatnego pobrania.

Ksigzke mozna zamdwi¢ na naszej stronie internetowej www.cka.pl lub www.zadania.pl.

Serdecznie zapraszamy!

© Centrum Ksztatcenia Akademickiego ,,C.K.A.”, Gliwice 2005.

Nieautoryzowane rozpowszechnianie catosci lub fragmentdw niniejszej publikaciji w celach komercyjnych w jakiejkolwiek postaci jest zabronione. Wykonywanie kopii
metodg kserograficzng, fotograficzng a takze kopiowanie na nosniku filmowym, magnetycznym lub innym powoduje naruszenie praw autorskich niniejszej
publikacii.
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