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1. Dane sg takie liczby catkowite a,b,c>1, ze najwiekszy wspélny dzielnik liczb a—1, b—1,

c—1 jest wiekszy od 1. Udowodnij, ze liczba abc—1 jest ztozona.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez d najwiekszy wspélny dzielnik liczb a—1, b—1, c—1. Wéwcezas kazda z liczb

a—1, b—1, c—1 jest podzielna przez d, a zatem istnieja dodatnie liczby calkowite z, y, z,

dla ktérych a —1=dz, b—1=dy, c—1=dz. Stad otrzymujemy
abc—1=(de+1)(dy+1)(dz+1)—1=d*zyz +d*(xy+yz+z22)+d(z+y+2) =

=d(d*zyz+d(zy+yz+zz)+r+y+2),
co oznacza, ze liczba abc—1 jest podzielna przez d.

Ponadto d > 1 oraz d*zyz+d(zy+yz+zx)+x+y+2>1. Wobec tego liczba abc—1 jest
zlozona.

2. Na tablicy napisano skonczenie wiele (i wiecej niz jedna) réznych liczb rzeczywistych.
Okazalo sie, ze dla kazdych dwéch napisanych liczb zostata napisana takze ich suma. Jakie
liczby napisano na tablicy? Podaj wszystkie mozliwoéci. Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie

Przypusémy, ze wsrdd napisanych liczb sa co najmniej dwie liczby dodatnie i niech a oznacza
najwieksza liczbe dodatnia napisang na tablicy. Jesli b oznacza jakakolwiek inna napisana
liczbe dodatnia, to zgodnie z warunkami zadania napisana zostata takze liczba a+0b, ktora
jest wieksza od a. Stad wniosek, ze na tablicy moze widnie¢ co najwyzej jedna liczba do-
datnia.

Analogicznie dowodzimy, ze wsréd napisanych liczb jest co najwyzej jedna liczba ujemna.
Wobec tego na tablicy musiaty zosta¢ napisane co najwyzej trzy liczby: dodatnia, ujemna,
Zero.

Przyjmijmy wiec, ze na tablicy zostaly napisane dokladnie dwie liczby: x oraz y. Wowczas
liczba x4y musi by¢ rowna x lub y, co oznacza, ze jedna z tych liczb rowna sig 0.
Bezposrednio sprawdzamy, ze jesli na tablicy napisano dowolna liczbe rzeczywista x #0 oraz
liczbe 0, to warunki zadania sa spelnione.

Przyjmijmy z kolei, ze na tablicy napisano doktadnie trzy liczby: x, y, z. Wéwczas jedna
z nich, np. x musi by¢ réwna 0. Zgodnie z warunkami zadania liczba y+ z musi widnieé¢
na tablicy. A poniewaz y,z # 0, wiec liczba y+ z jest rézna od y oraz z. Stad wniosek, ze
y+2=0, czyli z=—y.

Pozostaje bezposrednio sprawdzi¢, ze jesli na tablicy napisano dowolng liczbe rzeczywista
y#0, liczbe 0 oraz liczbe —y, to warunki zadania sa spelnione.

Odpowiedz: Na tablicy napisano dwie liczby (z,0) lub trzy liczby (y,0,—vy), gdzie x,y #0 sa
dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
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3. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata ABC. Punkty D, E, F' to punkty symetryczne do
punktu P odpowiednio wzgledem prostych BC', CA, AB. Wykaz, ze jesli trojkat DEF' jest
rownoboczny, to proste AD, BE i C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Rozwigzanie

Punkty P i E sa symetryczne wzgledem pro-
stej AC, a wiec AF = AP. Podobnie zauwa-
zamy, ze AP=AF. Wobec tego AE=AF'. Po-
nadto ED = DF'. Stad wynika, ze prosta AD
jest symetralna odcinka E'F' (gdyz czworokat
AFDE jest deltoidem).

Analogiczne dowodzimy, ze proste BE i C'F
sa odpowiednio symetralnymi odcinkéw F' D
i DE. Zatem proste AD, BE i CF sa syme-
tralnymi bokow tréjkata DEF, a wigc przeci-
naja sie w jednym punkcie (bedacym srodkiem
okregu opisanego na tréjkacie DEF).

4. Danych jest pie¢ dodatnich liczb rzeczywistych. Wykaz, ze sposréd tych liczb mozna
wybrac¢ takie dwie liczby a, b, dla ktorych
1 1 1

0< 1+a 1+b 4°
Rozwigzanie
Niech x1,x9,...,z5 beda danymi liczbami dodatnimi. Bez straty ogélnosci mozemy przyjac,
ze T1 < T2 <...<xs5. Niech ponadto
1
Woéwezas yg > y2 > ... > ys5 oraz liczby te naleza do otwartego przedziatu (0,1). Teza zadania
sprowadza si¢ wiec do wykazania, ze réznica miedzy dwiema sposrod liczb y1,vys,...,ys jest
nieujemna i jednoczesnie mniejsza od 1/4.
Przypusémy, ze warunek ten nie jest spelniony. Wéwczas

yl—y2>i, yz—y3>i, y3—y4>i, y4—y5>i-
Dodajac stronami te nieréwnosci uzyskujemy y; —ys > 1. OtrzymaliSmy sprzecznosé, gdyz
liczby y; oraz ys naleza do przedziatu otwartego (0,1), a stad wynika, ze y; —ys < 1. Wobec
tego dla pewnej liczby k spelnione sa nieréwnosci 0 < yr —yr+1 < i, co konczy rozwigzanie
zadania.

" dlai=1,2,...,5.

5. Czy istnieje wieloscian wypukly majacy dokladnie 100 $cian, z ktoérych przynajmniej
jedna jest 99-katem i taki, ze w kazdym jego wierzchotku zbiegaja sie¢ doktadnie trzy kra-
wedzie? Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie

Taki wieloScian istnieje.

Rozpatrzmy graniastoshup prawidtowy o podstawach Ay As... Agg oraz By Bs ... Bgg i krawe-
dziach bocznych A1B1,A3Bs, ..., AggBgg. Nastepnie wezmy pod uwage plaszczyzne, ktora
przechodzi przez punkty A; i Ay oraz przecina krawedzie A3 Bs, Ay By, ..., AggBog. Plaszczy-
zna ta rozcina dany graniastostup na dwa wielosciany, z ktérych jeden — ten ktéry zawiera
Sciane Aj1As...Ag9 — spelnia warunki zadania. Posiada on dokladnie 100 $cian, $ciane
bedaca 99-katem oraz w kazdym jego wierzchotku zbiegaja sie doktadnie trzy krawedzie.
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