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Szkice rozwigzan

1. Dane sa takie liczby rzeczywiste a, b, ¢, ze liczby ab+bc, bc+ca, ca+ab sa dodatnie. Udowodnij,
ze liczby a, b, ¢ maja jednakowy znak, tzn. wszystkie sa dodatnie lub wszystkie sg ujemne.

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze zadna z liczb nie moze by¢ rowna 0; w przeciwnym razie ktoras z liczb ab+be, be+ca,
ca+ ab bylaby réwna 0.

Jesli nie wszystkie spoéréd liczb a, b, ¢ maja jednakowy znak, to albo

(1) dwie sposréd liczb a, b, ¢ sa dodatnie, a trzecia ujemna, albo

(2) dwie sposréd liczb a, b, ¢ sa ujemne, a trzecia dodatnia.

Rozpatrzmy przypadek (1). Bez straty ogélnosci mozemy przyjaé, ze a,b>0 oraz ¢<0. Wtedy jednak
bc+ca < 0, co stoi w sprzecznodci z zatozeniami tresci zadania.

Analogicznie rozumujemy w przypadku (2): Jesli a,b<0 oraz ¢>0, to bc+ca <0, co przeczy warunkom
zadania.

2. Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele tréjek (a, b, c) dodatnich liczb catkowitych spelniajacych
réwnosé a®+3b% =c2.
Rozwigzanie
Zauwazmy, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n,

(n?)? +3n° =4nf = (2n?)2.
Stad wynika, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej n, tréjka liczb (a,b,c) = (n?,n,2n3) jest roz-
wiazaniem danego réwnania.

3. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym AC' > BC. Punkt P jest rzutem prostokatnym punktu B na
dwusieczng kata ACB. Punkt M jest érodkiem odcinka AB. Wiedzac, ze BC=a, CA=b, AB=c,
oblicz dtugos¢ odcinka PM.

Rozwigzanie

Oznaczmy przez () punkt przeciecia prostych AC' i BP. Wéwczas w trdjkacie BQC dwusieczna kata

przy wierzchotku C pokrywa sie z wysokoscia tego tréjkata poprowadzong z wierzchotka C'. Wobec
tego CQ =CB=a oraz BP = PQ. Ponadto AM = M B. Stad wynika, ze PM = %AQ. Zatem

PM=14Q=1(AC—CQ)=1(b—a).

4. Czy wierzchotki 20-kata foremnego mozna tak ponumerowaé liczbami 1,2,...,20, aby uzy¢ wszyst-
kich tych liczb oraz aby dla kazdych czterech kolejnych wierzchotkéw suma ich numeréw byla mniej-
sza od 437 Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie

Odpowiedz: Takie ponumerowanie nie istnieje.

Zalézmy, ze kolejne wierzchotki 20-kata foremnego sa ponumerowane liczbami aq,as,...,as. Wtedy

a;+az+az+aq <42
as+as~+ayg+as <42
az+ayg+as+ae < 42

a19+ a0 +ai + a2 <42
a0 +ay +ag +az <42
Dodajac nieréwnosci (1) stronami uzyskujemy zaleznosé 4-(aq +ag+...+ag) < 20-42, ktéra z kolei
jest réwnowazna nieréwnosci 4+ (1+24...420) < 20-42, czyli 840 < 840.
Wobec tego aby rozpatrywane ponumerowanie istnialo, w nieréwnosciach (1) musza zachodzié réw-
nosci. Stad w szczegdlnosci uzyskujemy a1 +as+az+as=as+as+as+as, czyli a; =as. Otrzymalidmy
sprzecznos$é, gdyz wszystkie liczby aq,as,...,as sa rézne.
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5. Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny, ktorego kazda krawedz ma dtugosé 1. Ostrostup ten
przecieto plaszczyzna przecinajaca jego wszystkie krawedzie boczne i uzyskano w przekroju czworo-
kat wypukly ABCD nie bedacy trapezem. Proste AB i C'D przecinaja si¢ w punkcie P. Wyznacz
wszystkie wartosci, jakie moze przyjaé¢ odlegtosé punktu P od ptaszczyzny podstawy ostrostupa.

Rozwigzanie
Oznaczmy przez S wierzcholek danego ostrostupa. Prosta AB lezy w plaszczyznie ABS, a prosta
CD lezy w plaszczyznie C'DS. Zatem punkt wspdlny prostych AB i C'D musi lezeé¢ w czesci wspdlnej
ptaszczyzn ABS i C'DS, ktéra jest prosta przechodzaca przez punkt S i réwnolegla do plaszczy-
zny podstawy danego ostrostupa. Tak wiec, niezaleznie od wyboru ptaszczyzny ABC D, odlegltosé
punktu P od plaszczyzny podstawy danego ostrostupa jest réwna wysokosci H tego ostrostupa.
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa obliczamy:

V2 V2

2 1
H2:12—(7) - — H=—-—".
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