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Matematyka

WSTEP

Egzamin maturalny z matematyki odbyt si¢ w catym kraju 14 maja 2008 r. i miat
forme pisemna. Maturzy$ci mogli wybra¢ matematyke jako przedmiot obowiazkowy lub
dodatkowy.

Matematyka jako przedmiot obowigzkowy mogta by¢ zdawana na poziomie
podstawowym lub rozszerzonym, a jako przedmiot dodatkowy — na poziomie rozszerzonym.

Egzamin na poziomie podstawowym trwat 120 minut i polegat na rozwiazaniu zadan
egzaminacyjnych sprawdzajacych rozumienie poj¢¢ i umiejgtnos¢ ich zastosowania w zyciu
codziennym oraz zadan o charakterze problemowym. Zadania egzaminacyjne obejmowaty
zakres wymagan dla poziomu podstawowego.

Egzamin na poziomie rozszerzonym trwat 180 minut i polegal na rozwiazaniu zadan
egzaminacyjnych wymagajacych rozwiazania probleméw matematycznych. Zadania
egzaminacyjne obejmowaty zakres wymagan dla poziomu rozszerzonego.

Warunkiem zdania egzaminu bylo uzyskanie co najmniej 30% punktow mozliwych
do zdobycia na poziomie podstawowym lub na poziomie rozszerzonym.

Zdajacy, ktorzy wybrali matematyk¢ jako przedmiot dodatkowy, zdawali egzamin
na poziomie rozszerzonym, rozwiazujac ten sam arkusz, co absolwenci zdajacy przedmiot
obowiazkowy.

Na $wiadectwie wyniki egzaminu zaréwno obowiazkowego, jak 1 dodatkowego
zostaly zapisane w skali procentowe;.

OPIS ARKUSZY EGZAMINACYJNYCH

Zadania zawarte w arkuszach egzaminacyjnych sprawdzaty wiadomosci i umiejgtnosci
okreslone w 3 obszarach standardow wymagan egzaminacyjnych:

I. Wiadomosci i rozumienie

II. Korzystanie z informacji

II1. Tworzenie informacji.

Zadania zawarte w arkuszach egzaminacyjnych:

1) pozwalaly wykaza¢ si¢ znajomoscia 1 rozumieniem podstawowych pojeé, definicji
1 twierdzen oraz umiejetnoscia ich stosowania podczas rozwiazywania problemow
matematycznych,

2) sprawdzaly umiejetno$¢ analizowania 1 interpretowania tekstow matematycznych,
sprawno$¢ rozwigzywania zadan, oraz przetwarzania informacji pochodzacych z réznych
zrédet, takich jak tabele, schematy, wykresy,

3) sprawdzaly umiejetno$¢ analizowania i rozwiazywania problemow, argumentowania
i prowadzenia rozumowania typu matematycznego, podawania opisu matematycznego
danej sytuacji, dobierania algorytméw do wskazanej sytuacji problemowej i oceniania
przydatnos$ci otrzymanych wynikow.

Arkusze egzaminacyjne zostaly opracowane dla dwoch pozioméw wymagan — podstawowego
1 rozszerzonego.
Za prawidtowe rozwiazanie zadan z arkuszy dla obu pozioméw zdajacy mogt otrzymacé po
50 punktow. W arkuszu dla poziomu rozszerzonego 30% punktow mozliwych do zdobycia
stanowily zadania oparte na wiadomos$ciach i umiejetnosciach okreslonych dla poziomu
podstawowego.
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Arkusze egzaminacyjne zostaly opublikowane na stronie internetowej Centralnej Komisji
Egzaminacyjnej www.cke.edu.pl .

Podczas egzaminu zdajacy mogli korzysta¢ z Zestawu wybranych wzorow matematycznych,
kalkulatora prostego, cyrkla oraz linijki.

Arkusz egzaminacyjny dla poziomu podstawowego

Arkusz egzaminacyjny dla poziomu podstawowego zawieral 12 zadan otwartych. Zadania te
badaty przede wszystkim znajomos$¢ i rozumienie podstawowych poje¢ matematycznych,
definicji 1 twierdzen oraz umiej¢tno$¢ postugiwania si¢ ta wiedza w praktyce. Sprawdzaty
umiej¢tnos¢ analizowania i interpretowania problemow matematycznych oraz formutowania
opisu matematycznego danej sytuacji.

Tematyka zadan egzaminacyjnych w tym arkuszu obejmowata wigkszo$¢ tresci z podstawy
programowej. Najliczniej byly reprezentowane zadania dotyczace funkcji 1 ich wtasnosci,
ciagow, wielomiandéw, planimetrii i stereometrii z zastosowaniem trygonometrii, geometrii
analitycznej oraz zadanie z tzw. kontekstem praktycznym.
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Opis zadan egzaminacyjnych. Sprawdzane umiej¢tnosci, typowe odpowiedzi i uwagi
do rozwigzan maturzystow.

Zadanie 1. (4 pkt)
Na ponizszym rysunku przedstawiono tamana ABCD, ktora jest wykresem funkcji y = f (x)

YA

3

A B -

Korzystajac z tego wykresu:
a) zapisz w postaci przedziatu zbiér wartosci funkcji f,
b) podaj warto$¢ funkcji f* dla argumentu x =1 ~J1o,

¢) wyznacz rdwnanie prostej BC,
d) oblicz dlugos¢ odcinka BC'.

Sprawdzane umiejetnosci
W zadaniu byty badane umiejgtnosci z II obszaru standardow wymagan egzaminacyjnych:
e odczytywania informacji ilosciowych i jako$ciowych z wykresu funkcji — I1.2)b).
Ponadto zdajacy miat si¢ wykaza¢ umiejgtnosciami opisanymi w I obszarze standardow:
e wyznaczania rOwnania prostej — 1.7)a),
e obliczania dlugosci odcinka — 1.7)b).

Rozwigzywalno$¢ zadania
67%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajgcych

Zdajacy poprawnie odczytywali 1 zapisywali w postaci przedzialu zbidr wartosci funkcji.
Odpowiadajac na polecenie oznaczone litera b), przyjmowali rozne strategie. Czgs¢
zdajacych obliczala przyblizona warto$¢ argumentu x=1-+10 i dla niej odczytywata
z wykresu warto$¢ funkcji, inni dokonywali oszacowania réznicy 1-10 , stwierdzali, ze
liczba ta nalezy do przedzialu (—3,-2) i podawali odpowiedz odczytang z wykresu.

Do wyznaczenia rdwnania prostej przechodzacej przez punkty B i C oraz dlugos$ci odcinka
BC zdajacy uzywali wzoru, ktory znajdowali w Zestawie wybranych wzorow
matematycznych.
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NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy

Bledem, ktory powtarzal si¢ w wielu rozwiazaniach bylo zte zapisanie zbioru wartosci
funkcji. Czg$¢ zdajacych pomylita go ze zbiorem argumentéw (co mozna chyba
wytlumaczy¢ stresem egzaminacyjnym), a czg$¢ zapisata go w postaci przedziatu otwartego
lub jednostronnie ~domknigtego, np. 7, :<—3,4>, w, e<—3,4>, f(x)e<—3,4>,

Wy =(@-4). W, =(-43), y=(-43), ye(43), [(x)=(34). . f(x)e{-3.4},
xe(-3,-2)u(-2,2)u(2,4), xeR-(-3,4), ye(-3,3), f(x)e(-4,4). Odpowiadajac

na polecenie b) podstawiali wartos¢ 1-/10 do wyznaczonego w podpunkcie ¢) rownania
prostej BC. Pojawialy si¢ czgsto odpowiedzi, ktére S$wiadczyly o zupelnym braku

zrozumienia polecenia, np. x=1- Jio=1- 3,2=-2,2 czyl f(l — \/E) =-2,2 lub

x=1-+/10 stad x+10=1.

Wyznaczajac réwnanie prostej lub dlugosci odcinka, zdajacy popetniali bledy nieuwagi,
btedy rachunkowe i niestety réwniez biedy rzeczowe, ktore nie pozwalaly im na podanie
poprawnej odpowiedzi.

Komentarz

Zadania, w ktorych zdajacy mieli si¢ wykaza¢ umiejgtnoscia odczytywania informacji
ilosciowych 1 jako$ciowych z wykresu funkcji byly obecne na kazdym z dotychczasowych
egzamindw maturalnych. Sa to elementarne umiejgtnosci niezbedne przy postugiwaniu sig
funkcjami liczbowymi, a na dodatek rozwiazanie ich nie jest zwigzane z koniecznos$cia
prowadzenia jakichkolwiek obliczen rachunkowych. Gdyby nie trudnosci, jakie miata czgs¢
zdajacych z prawidlowym zapisaniem przedzialu opisujacego zbidr wartosci funkcji, mozna
by stwierdzi¢, ze umiejgtnosci te sa dobrze opanowane.

Innym problemem sa btedy rachunkowe, ktére popetniali zdajacy, wyznaczajac rownanie
prostej BC i1 dlugo$¢ odcinka BC. W przedstawionych rozwiazaniach maturzy$ci wykazali
si¢ znajomoscia algorytmu postgpowania jednak nie potrafili go bezblednie zastosowac.
Otrzymane wyniki nie byly przez nich weryfikowane. Zdajacy pozostawiali otrzymana
niepoprawng odpowiedz, nawet wtedy, gdy tatwo mogli si¢ zorientowac, ze jest ona btedna,
np. wyznaczony wspotczynnik kierunkowy prostej byl liczba ujemna, mimo Ze z rysunku
mozna odczyta¢ iz powinna to by¢ liczba dodatnia.

Zadanie 2. (4 pkt)
Liczba przekatnych wielokata wypuklego, w ktorym jest n bokow 1 n >3 wyraza si¢ wzorem
n (n — 3)

P(n) 7

Wykorzystujac ten wzor:

a) oblicz liczbe przekatnych w dwudziestokacie wypuklym.

b) oblicz, ile bokéw ma wielokat wypukty, w ktorym liczba przekatnych jest pig¢ razy
wigksza od liczby bokow.

c) sprawdz, czy jest prawdziwe nastgpujace stwierdzenie:
Kazdy wielokqt wypukly o parzystej liczbie bokow ma parzystq liczbe przekqtnych.
Odpowiedz uzasadnij.

Sprawdzane umieje¢tnosci
W zadaniu byta badana umiejetnos¢ z II obszaru standardow wymagan egzaminacyjnych:
e stosowania podanego wzoru do rozwigzania problemu matematycznego — I1.1)a)
oraz umiejetnosci opisane w II1 obszarze standardow:
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e podania opisu matematycznego danej sytuacji w postaci rOwnania i wykorzystania
go do rozwiazania problemu — III 1)a),
e uzasadniania wnioskéw na podstawie podanego wzoru — I11.2)b).

Rozwigzywalno$¢ zadania
58%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych

Po podstawieniu do wzoru liczby 20 i wykonaniu obliczen zdajacy otrzymywali liczbe
przekatnych w dwudziestokacie. W drugiej czgéci zadania =zapisywali réwnanie
n- (n - 3)

2

n=13. Odpowiadajac na ostatnie pytanie, maturzysci podawali przyktad wielokata, ktory
nie spelnia warunkéw podanego stwierdzenia, np. szeSciokat wypukly ma dziewigc
przekatnych i wnioskowali, Ze stwierdzenie przedstawione w zadaniu nie jest prawdziwe.

=5n 1 po wykonaniu niezbednych przeksztalcen otrzymywali rozwiazanie

NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy
W pierwszej czgsci zadania zdajacy prawie bezblednie wyznaczali liczbg przekatnych

20-(20-3)

dwudziestokata, cho¢ zdarzaly si¢ bledy rachunkowe typu: P(20)= =340.

Wiele bledoéw pojawialo si¢ w nastgpnym etapie rozwiazania zadania, tam gdzie trzeba byto
si¢ wykaza¢ umiejetnoscia zapisania warunkdéw zadania za pomoca rownania. Zdajacy
mieli trudno$ci z zapisaniem zaleznosci ,liczba przekatnych jest pie¢ razy wigksza
od liczby bokow”, uzywajac podanego w tresci zadania wzoru na liczbe przekatnych
w wielokacie wypuklym. Martwi fakt, ze wielu zdajacych, ktorzy poprawnie utozyli
rownanie kwadratowe nie potrafito potem go rozwiazac.

Najwigcej btedow popetiali zdajacy w podpunkcie c). Rozwiazujac zadanie, stosowali
podany wzor 1 obliczali liczbe przekatnych w niektorych wielokatach. Mieli poczucie, ze
tez¢ nalezy sprawdzi¢ na 3 przykladach i na tej podstawie formutowaé odpowiedz.

Pojawialy si¢ zatem obliczenia, np. P(4)=2, P(8)=20 i P(12)=54, na podstawie
ktorych sformutowana byta odpowiedz ,,podane stwierdzenie jest prawdziwe”.

Warto zauwazy¢, ze wsréd poprawnych odpowiedzi nierzadkie byly takie sekwencje
sprawdzen, w ktérych mimo znalezienia kontrprzykiadu bylo wykonywane jeszcze jedno,
to ,trzecie”, np. P(4)=2, P(10)=35, P(14)=77.

Komentarz

Zdajacy mieli trudnos$ci z przeprowadzeniem poprawnej analizy warunkéw zadania
1 zbudowaniem modelu matematycznego czyli zapisania réwnania, do przedstawionej
sytuacji problemowej. Stad duza liczba prac, w ktérych maturzysci zakonczyli
rozwigzywanie na wprowadzeniu oznaczen, nie zawsze zgodnych z warunkami zadania lub
nieudanych prébach zapisania zaleznosci migdzy liczba przekatnych wielokata i liczba jego
bokow. Wynika stad, ze maturzy$ci maja problem z poréwnywaniem ilorazowym —
umiejgtnoscia, ktéra powinni opanowaé na wezesniejszych etapach ksztatcenia.

Ogromnym problemem bylo uzasadnienie wniosku do polecenia c). Zdajacy nie radzili
sobie z doborem strategii rozwiazania zadania. Zadania tego typu wymagaja
od maturzystow dojrzato$ci myslenia matematycznego 1 umiejetnosci doboru argumentow
dla potwierdzenia, badZ odrzucenia sformutowanej w zadaniu tezy.

Zastosowanie wiadomos$ci 1 umiejetnosci matematycznych w zadaniach, w ktérych nie
mozna wykorzysta¢ gotowych algorytméw stanowi, jak wida¢, problem dla wielu
zdajacych.
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Zadanie 3. (4 pkt)
Rozwiaz rownanie 4”x—32°x =16" -(44 )4 .

Zapisz rozwiazanie tego rownania w postaci 2°, gdzie k jest liczba catkowita.

Sprawdzane umiejetnosci
W zadaniu byly badane nastgpujace umiejgtnosci z II obszaru standardow
egzaminacyjnych:

e postugiwania si¢ twierdzeniami dotyczacymi dziatan na potggach — I1.2)a),

e rozwigzywania rownan liniowych — I1.2)a).

Rozwigzywalno$¢ zadania
53%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych

Zdajacy zapisywali podane w rownaniu wspotczynniki liczbowe jako potegi liczby 2
i wykonywali dziatania na potegach o réwnych podstawach. Doprowadzali rownanie
do postaci, np. 2*x—2%x=2", nastepnie rozwiazywali, wybranymi przez siebie
sposobami, rownanie liniowe wylaczajac przed nawias wspdlny  czynnik,
np. 2% (2x—x)=2% i wyznaczali warto$¢ niewiadomej x zapisujac ja w zadanej postaci:

x=2°.

NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy

W rozwiazaniach zadania zdajacy popetniali wiele blgdow rachunkowych oraz biledow
wynikajacych z nieznajomosci praw dziatan na potggach. Maturzysci w jednym przypadku

4

wykazywali sie¢ nieznajomo$cia praw dzialan na potegach, piszac np. (44) = 4%,
a w nastgpnej linijce rozwiazania pojawiaty si¢ btedy rachunkowe w obliczeniach, np.
32° =277 =2, Niestety znajomo$¢ elementarnych praw dziatah na potegach jest
niewystarczajaca. Zamiast zapisOow poprawnych zdajacy formutowali sporo falszywych

rownosei, takich jak: 4% =167, (2°)” =2%, 32° =2, 32" =1024", 16" =2°, (4*)' =2",

(44)4 _ o (44)4 —2% 16%.416 =642, 32° =2-(169), 216,93 _ 9512 4% .9 _ 2

Druga faza rozwiazania rOwnania — wyznaczenie niewiadomej i zapisanie jej w zadanej
postaci réwniez sprawila kiopoty wielu zdajacym. Podstawowa trudnoscia bylo
uswiadomienie sobie, ze jest to rOwnanie liniowe, zatem, jezeli nie mozna latwo
przeprowadzi¢ redukcji wyrazéw podobnych, to pozostaje wytaczenie wspolnego czynnika
poza nawias albo podzielenie obu stron réwnania przez 2*. Maturzysci, ktorzy
doprowadzili réwnanie do postaci 2*x-2"x=2% w wielu przypadkach, nie potrafili
bezbtednie wyznaczyé roznicy 2*°x—2%x. Wielu zdajacych probowato szybko przebrnaé
przez ten etap piszac, ze 2¥x—2%x=2x, 2¥x-2"x=-2%x, 2%x-2%x=27"x,
2% x-2"x=2"x skad do odpowiedzi koncowej byt juz tylko jeden krok.

Komentarz

Maturzysta w zadaniu miat si¢ wykazaé¢ opanowaniem dwdch podstawowych umiejetnosci:
dzialaniem na potegach i1 rozwiazywaniem réwnan liniowych. Tylko bardzo precyzyjne,
bezbledne wykonanie dzialan na potggach doprowadzato zdajacego do prostego réwnania
liniowego 1 w konsekwencji do poprawnej odpowiedzi. Strategia rozwigzywania zadania,
atym samym kolejno§¢ wykonywania dzialan w tym przypadku =zalezata tylko

od pomystowosci, spostrzegawczo$ci 1 umiejgtnosci stosowania algorytmow.
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Wydaje si¢, ze zdajacym zabraklo refleksji dotyczacej typu rdwnania, ktore maja
do rozwigzania. Stad trudno$ci w wyznaczaniu niewiadomej. Wyraznie bylo wida¢, jak
trudno byto zdajacym stosowac naturalne wytaczanie wspolnego czynnika przed nawias.

Zadanie 4. (3 pkt)

Koncern paliwowy podnosit dwukrotnie w jednym tygodniu ceng benzyny, pierwszy raz
0 10%, a drugi raz o 5%. Po obu tych podwyzkach jeden litr benzyny, wyprodukowanej przez
ten koncern, kosztuje 4,62 zi. Oblicz ceng jednego litra benzyny przed omawianymi
podwyzkami.

Sprawdzane umiejetnosci
W zadaniu byty badane umiej¢tnosci z I1I obszaru standardéw wymagan egzaminacyjnych:
e podawania opisu matematycznego danej sytuacji w postaci rdéwnania
1 wykorzystania go do rozwiazania problemu — III 1)a)
oraz umiej¢tnosci opisane w obszarze 11.2)a):
e wykonywania obliczen procentowych,
e rozwigzywania réwnan liniowych.

Rozwigzywalnos$¢ zadania
63%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych

Zdajacy oznaczali ceng poczatkowa benzyny niewiadoma x, a nast¢pnie zapisywali ceng
po pierwszej podwyzce w zaleznos$ci od ceny pierwotnej, potem ustalali podobna zalezno$¢
biorac pod uwage druga podwyzke. W rezultacie otrzymywali réwnanie liniowe z jedna
niewiadoma 1,155-x =4,62, z ktérego wyznaczali cen¢ poczatkowa x =4.

NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy

Do najczgsciej popelnianych bledow nalezy zaliczy¢ bledy rzeczowe zwiazane
z obliczaniem procentu z innej niz nalezy wielkos$ci, oraz bl¢dne stosowanie pojecia
procentu, np. czgsto wystepuja zapisy typu ,,x+10% 7, przy czym 10% jest uzywane jak
liczba 0,10, a nie jako dziesig¢ setnych wielkosci x. Innym stosunkowo czgsto
wystepujacym bledem byto obliczanie obu podwyzek od tej samej warto$ci poczatkowej,
co w efekcie prowadzito do biednych réwnan typu: ,,x+10%x+5%x=4,62".
W niektorych pracach zdajacy otrzymywali wynik zupelnie nierealny, np. cena przed
podwyzkami byta wyzsza niz cena po podwyzkach. Mimo tego nie dokonali Zadnego
krytycznego osadu tego wyniku.

Komentarz

Najwazniejsza umiejetnoscia badang w tym zadaniu bylo czytanie ze zrozumieniem tekstu
matematycznego i zapisywanie zaleznosci migdzy wielkoSciami opisanymi w zadaniu.
Zdajacy w przewazajacej czgsci nie mieli trudnosci z przeprowadzeniem poprawnej analizy
warunkow zadania i zbudowaniem modelu matematycznego do przedstawionej sytuacji
problemowe;.

Pojawialy si¢ jednak rozwiazania algebraiczne, w ktorych zdajacy umiejgtnie odwracali
kolejnos$¢ operacji przez co pierwotna ceng jednego litra benzyny uzyskiwali w drodze
dwoéch operacji dzielenia (4,62:1,05=4,4 1 4,4:11=4). Taka metoda rozwigzania
wystepuje w pracach maturalnych rzadko. Prawdopodobnie nie jest to metoda czgsto
prezentowana na lekcjach matematyki, a szkoda. Umozliwita ona pelne rozwiazanie
zadania tym maturzystom, ktoérzy mieli problemy z opisem tresci zadania za pomoca
réwnania.
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Zadanie 5. (5 pkt)

Nieskonczony ciag liczbowy (an) jest okreslony wzorem a, =2 1 ,n=1,2,3,...
n

a) Oblicz, ile wyrazoéw ciagu (an) jest mniejszych od 1,975.
b) Dla pewnej liczby x trzywyrazowy ciag (az, a7,x) jest arytmetyczny. Oblicz x.

Sprawdzane umiejetnosci

W zadaniu byty badane umiejetnosci z II obszaru standardow wymagan egzaminacyjnych:
e obliczania, ile wyrazow ciagu liczbowego okreslonego wzorem spelnia podany
w zadaniu warunek,
e Wwyznaczania ciagu arytmetycznego na podstawie wskazanych danych
oraz obliczania wyrazdw ciagu okreslonego wzorem ogolnym — standard 1.5)a).

Rozwigzywalno$¢ zadania
55%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych

Zdajacy zapisywali 1 rozwigzywali nierowno$¢ 2 ——<1,975. Na podstawie otrzymanego
n

rozwiazania n <40 formulowali odpowiedz do podpunktu a) zadania. Pewna odmiana tego

sposobu byto rozwigzywanie rownania 2—-—=1,975 zamiast nierowno$ci, a nastgpnie
n

odpowiednia interpretacja uzyskanego wyniku. W podpunkcie b) zdajacy korzystali
z zalezno$ci migdzy trzema kolejnymi wyrazami w ciagu arytmetycznym do zapisania
a,+x

réwnania =a,, obliczali warto$¢ liczbowa drugiego i1 siddmego wyrazu ciagu (a,)

1 rozwiazujac rOwnanie obliczali warto$¢ wyrazu oznaczonego niewiadoma x.

NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy

Po poprawnym rozwiazaniu nierdwnosci 2-——<1,975 zdajacy btednie interpretowali
n

otrzymany wynik, np. formutowali wniosek, podajac liczbe 40 zamiast 39. Zdarzaly si¢

prace, z ktorych mozna wywnioskowac, ze zdajacy nie rozumieli wzoru na n - ty wyraz

ciagu (an). W podpunkcie b) przyjmowali, ze a, =2 1 a, =7.

Komentarz

Zadanie sklada si¢ z dwoch podpunktéw, z ktérych kazdy mozna rozwiaza¢ niezaleznie.
Nieco tatwiejszy okazat si¢ dla zdajacych podpunkt a) tego zadania. Pojawiaty sig
rozwiazania, w ktorych zdajacy mozolnie liczyli wyrazy ciagu od a, do a, 1 na tej
podstawie okreslali liczbg¢ wyrazow ciagu spetniajacych warunki zadania. Nastgpnie
wyznaczali x jako sum¢ wyrazow a, i a, —a,.
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Zadanie 6. (5 pkt)

Prosta o réwnaniu 5x+4y—10 =0 przecina o§ Ox uktadu wspotrzednych w punkcie 4 oraz
0§ Oy w punkcie B . Oblicz wspotrzedne wszystkich punktow C lezacych na osi Ox 1 takich,
ze trojkat ABC ma pole rowne 35.

Sprawdzane umieje¢tnosci
W zadaniu byly badane umiejgtnosci z obszaru III standardow wymagan egzaminacyjnych:
e podawania opisu matematycznego sytuacji opisanej w zadaniu w postaci rownania —
[I.1)a),
e analizowania i interpretowania otrzymanych wynikow — I11.2)a),
oraz obliczania wspotrzednych punktéw lezacych na danej prostej — standard 1.3)a).

Rozwigzywalno$¢ zadania
44%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych
Rozwiazanie zadania w przewazajacej czgsci rozpoczynano od obliczenia wspotrzednych
punktow A 1 B przecigcia prostej o rownaniu Sx+4y—-10=0 2z osiami ukladu

wspotrzednych. Nastgpnie przyjmujac za wysoko$¢ trojkata odcinek OB., zdajacy
odczytywali jego dtugos$¢ réwna 5 i ze wzoru na pole trojkata obliczali dlugos¢ boku AC.

Aby poda¢ odpowiedz, musieli zinterpretowa¢ otrzymany wynik, czyli znalezé
wspotrzedne punktow lezacych na dodatniej potosi Ox takich, ze |AC| =28. W odpowiedzi
podawali wspoirzedne dwdch punktéw spetniajacych podane warunki. Byt to najtrudniejszy
krok rozwigzania zadania.

Pojawialy sig, cho¢ rzadko, inne sposoby rozwigzania. Wsrod nich najczgsciej wystgpowat
sposob rozwiazania wykorzystujacy t¢ sama metod¢ co opisana powyzej, z ta roznica, ze
za podstawg trojkata ABC zdajacy przyjmowali odcinek AB. Sposob ten prowadzit
do trudniejszych rachunkéw i rozwigzania rownania z warto$cia bezwzgledna, z czym
zdajacy radzili sobie duzo stabie;.

NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy

W ocenianych pracach wystgpowaly btedy rachunkowe pojawiajace si¢ w roéznych
miejscach rozwiazania, nierzadko przy przeksztatlcaniu rownania prostej AB z postaci
ogolnej do postaci kierunkowej. Zdajacy niepoprawnie zaznaczali punkty 4 i B w ukladzie
wspolrzgdnych mimo bezbtgdnego obliczenia ich wspotrzednych (odcigtej punktu A:

x, =2 1 rzgdnej punktu B: y, =§). Czg$¢ zdajacych nie widziala dwoch mozliwych

potozen punktu C, podajac jedynie jedno z nich, najczesciej na lewo od punktu 4.

Komentarz

Przyczyny niepelnej interpretacji uzyskanych wynikdw przy ustalaniu mozliwego potozenia
punktu C nalezy upatrywa¢ w tym, ze uczniowie rozwiazuja bardzo mato zadan
konstrukcyjnych z geometrii. Poza tym zadania z geometrii, w ktérych obiekty
geometryczne umieszczone zostaly w uktadzie wspotrzednych, sa dla czgéci zdajacych
zupeie niezwiazane z zadaniami, w ktorych obiekty te ujmowane sa syntetycznie.
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Zadanie 7. (4 pkt)

Dany jest trapez, w ktorym podstawy maja dtugo$¢ 4 cm i 10 cm oraz ramiona tworza
z dtuzsza podstawa katy o miarach 30° 1 45°. Oblicz wysokos$¢ tego trapezu.

Sprawdzane umiejetnosci
Zdajacy mial wykazac¢ si¢ nastepujacymi umiejgtno§ciami:
e wykorzystywania zwiazkow migdzy bokami i1 katami w trdjkacie prostokatnym oraz
stosowania funkcji trygonometrycznych do rozwiazania problemu — standard 11.2)a),
e podawania opisu matematycznego danej sytuacji w postaci rOwnania liniowego —
standard III.1)a),
e rozwigzywania rownan liniowych — standard 11.2)a).

Rozwiazywalnos¢ zadania
36%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych

Zdajacy dokonywali podziatu trapezu na prostokat i dwa trojkaty, a nastgpnie zapisywali
zaleznosci miedzy przyprostokatnymi tych trojkatoéw, korzystajac z  funkcji
trygonometrycznych podanych katow. Otrzymane zaleznosci wykorzystywali do utozenia
roOwnania, w ktorym niewiadoma byla wysoko$¢ trapezu h+4+m3=10. Koncowym

etapem bylo rozwiazanie tego rownania, w efekcie czego zdajacy otrzymywat szukana
wysoko$¢ trapezu.

Najczesciej powtarzajace si¢ bledy

Pierwsze trudno$ci w zadaniu pojawialy si¢ juz na etapie analizy warunkow zadania

1 utozenia réwnania z jedna niewiadoma. Ale najwigcej btedow zdajacy popetniali podczas
6

\/§+1’

przeksztalcania wyrazen zawierajacych pierwiastki, np. w wyrazeniu A=

szczegOlnie podczas usuwania niewymiernosci z mianownika utamka.

Komentarz

Zadanie pokazato, ze zdajacy nadal nie radza sobie z prostymi problemami
geometrycznymi, takimi jak znajdowanie zaleznos$ci migdzy bokami trojkata prostokatnego.
Do rozwiazania problemu maturzysci mogli wykorzysta¢ funkcje trygonometryczne lub
znane im z gimnazjum wlasnosci trojkatéw prostokatnych bedacych ,,potowa” kwadratu lub
»potowa” trojkata rownobocznego.
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Zadanie 8. (4 pkt)

Dany jest wielomian W(x) =X’ —5x" —9x+45.
a) Sprawdz, czy punkt 4 =(1,30) nalezy do wykresu tego wielomianu.
b) Zapisz wielomian W w postaci iloczynu trzech wielomianow stopnia pierwszego.

Sprawdzane umiejetnosci
W zadaniu byly badane umiejetnosci opisane w I i II obszarze standardow wymagan
egzaminacyjnych:

e sprawdzania, czy punkt lezy na wykresie funkcji — 1.2)a),

e rozkladania wielomianu na czynniki — I1.2)a).

Rozwigzywalnos$¢ zadania
74%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych

Zdajacy obliczali warto$¢ wielomianu W dla argumentu réwnego 1 i poréwnywali
otrzymana warto$¢ z rzedna punktu 4. Rozktadajac wielomian W na czynniki, najczesciej
stosowali metod¢ grupowania i wylaczania wspolnego czynnika poza nawias. Duza grupa
zdajacych wykorzystywala twierdzenie o pierwiastkach catkowitych wielomianu
do wyznaczenia pierwiastka wielomianu W, a nast¢pnie wykonywata dzielenie wielomianu
W przez dwumian. Otrzymany w wyniku dzielenia trojmian kwadratowy zdajacy
przedstawiali w postaci iloczynowej, po czym zapisywali wielomian .

Najczesciej powtarzajace si¢ bledy

W pierwszej czgsci zadania najczgstsza przyczyna niepoprawnych rozwiazan byly biedy
rachunkowe. Zdarzato si¢ jednak, ze zdajacy, pomimo poprawnie wykonanych obliczen,
nie sformutowali wlasciwego wniosku lub przedstawiony wniosek byt biedny.

W drugiej czgsci zadania wielu zdajacych popehniato bledy w trakcie grupowania wyrazow,
co w konsekwencji uniemozliwiato im dalsze poprawne rozwiazanie, np.

X =5x" —9x+45=x"(x=5)-9(x+5) = (x> =9)(x=5)(x+5).

Komentarz

Zdajacy, podobnie jak w latach ubiegltych, dobrze opanowali umiej¢tnos¢ rozktadania
wielomianu na czynniki liniowe. Rozwiazania zadania, szczegélnie w drugiej jego czgsci
charakteryzowaty si¢ duza réznorodnoscia stosowanych metod. Wigkszos¢ zdajacych
wybrala najprostsza i najbardziej efektywna metodg grupowania i wylaczania wspolnego
czynnika poza nawias, inni wybierali bardziej pracochtonna metod¢ dzielenia wielomianu
W przez dwumian, stosujac algorytm pisemnego dzielenia lub schemat Hornera.
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Zadanie 9. (5 pkt)
Oblicz najmniejsza i najwicksza warto§¢ funkcji kwadratowej f(x)=(2x+1)(x-2)

w przedziale <—2, 2> .

Sprawdzane umieje¢tnosci
Zdajacy mial wykazaé si¢ umiejetnoscia opisana w obszarze 11.2)a) standardéw wymagan
egzaminacyjnych:
e wykorzystywania wilasno$ci funkcji kwadratowej do wyznaczenia najmniejszej
1 najwigkszej wartosci funkcji kwadratowej w przedziale domknigtym.

Rozwigzywalnos¢ zadania
57%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych

Zdajacy obliczali odcigta wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkcji £, wykorzystujac
w tym celu $rednig arytmetyczna miejsc zerowych lub posta¢ ogodlna funkcji. Stwierdzali,
ze obliczona liczba nalezy do przedziatu <—2, 2>, obliczali warto$¢ funkcji dla odcigtej

wierzchotka i zapisywali, ze jest to najmniejsza warto$¢ funkcji w tym przedziale.
Nastgpnie obliczali warto$ci funkcji na koncach przedziatu i spo$rdd nich wybierali warto$¢
najwigksza.

NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy

Zdajacy najcze$ciej popehiali biedy na etapie analizy warunkoéw zadania i planowania
strategii ~ postgpowania. Nie sprawdzali, czy odcigta wierzchotka nalezy
do przedzialu <— 2,2> 1 w zwiazku z tym nie uwzgledniali w swoich rozwazaniach wartosci

funkcji dla odcigtej wierzchotka lub nie obliczali wartosci funkcji na koncach przedziatu.
Czestym btedem byto podstawianie we wzorze na rzedna wierzchotka paraboli warto$ci

\/Z zamiast A.

Komentarz

Zadania badajace umiejetnosci zwiazane z funkcja kwadratowa naleza do najchgtniej
rozwigzywanych, totez ogromna wigkszo$¢ zdajacych podjeta mniej lub bardziej udana
proébe jego rozwiazania. Okazato si¢, ze mocna strona zdajacych sa umiegjetnosci
wykorzystania podstawowych witasnosci funkcji kwadratowej, takich jak wyznaczenie
miejsc zerowych, zapis funkcji w postaci ogolnej oraz obliczenie wspotrzednych
wierzchotka paraboli. Natomiast algorytm wyznaczania warto$ci najmniejszej 1 najwigkszej
funkcji kwadratowej w danym przedziale domknigtym, cho¢ nalezy do najbardziej
typowych, sprawit zdajacym wiele problemow.

Zadanie pokazato, jak istotne i pomocne w doborze najbardziej racjonalnych metod
rozwiazania problemu jest rozumienie sensu poszczegolnych postaci funkcji kwadratowe;.
Postugiwanie si¢ pojgciem funkcji kwadratowej i1 korzystanie z jej wlasnosci to
podstawowe umiejetnosci z zakresu poziomu podstawowego. Tego typu zadania byly
umieszczane w arkuszach egzaminacyjnych na kazdym egzaminie maturalnym i fakt, iz
prawie potowa zdajacych nie potrafita go z powodzeniem rozwigza¢ jest bardzo
niepokojacy.
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Zadanie 10. (3 pkt)

Rysunek przedstawia fragment wykresu funkeji %, okreslonej wzorem h(x) =% dla x#0.
X

Wiadomo, ze do wykresu funkcji 4 nalezy punkt P =(2,5).
a) Oblicz warto$¢ wspotczynnika a .
b) Ustal, czy liczba h(n)—h(—n) jest dodatnia czy ujemna.

¢) Rozwiaz nieréwnos¢ i(x)>5.

Sprawdzane umieje¢tnosci
Zdajacy miat wykaza¢ si¢ umiejgtno$ciami opisanymi w obszarze II standardu wymagan
egzaminacyjnych:

e wyznaczania wzoru funkcji o zadanych wlasnosciach — I1.2)a),

e odczytywania informacji ilo§ciowych i jakosciowych z wykresu funkcji — I1.2)b).

Rozwiazywalnos¢ zadania
54%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajgcych
Po podstawieniu wspoirzednych punktu P do wzoru funkcji zdajacy otrzymywali wartos¢
wspotezynnika a. Z przedstawionego wykresu odczytywali znak liczby h(m) oraz h(-m)

1 na tej podstawie wnioskowali o znaku wyrazenia A (n) —h (—n) . Rozwiazanie nieréwnosci

h(x)>5 rowniez odczytywali z wykresu funkcji, prowadzac uprzednio prosta y=35.

Najczgsciej jednak zapisywali prosta nierdwno$¢ wymierna — >5, nastgpnie
X

przeksztalcali ja do postaci nierownos$ci kwadratowej 1 rozwiazywali.
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NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy

Zmiana kolejnosci wspoirzgdnych punktu P, ktéra skutkowata blgdnym wyznaczeniem
wartosci wspotczynnika a. Czgsto pojawialy si¢ bledy rachunkowe w przeksztalcaniu
wyrazenia h(n)—h(-n), ktore powodowaly, ze ustalenie jego znaku nie moglo zostaé
pozytywnie ocenione. Najczg$ciej jednak zdajacy popelniali bledy w rozwiazywaniu
elementarnej nierownos$ci wymiernej, mnozac obie jej strony przez x.

Komentarz

Odczytywanie informacji iloSciowych 1 jakosciowych z wykresu funkcji to podstawowa
umiejetnos¢, ktora powinien posiada¢ kazdy, kto wybiera matematyke jako przedmiot
egzaminacyjny. Wyznaczenie wspotczynnika we wzorze funkcji, majac dane wspotrzedne
punktu nalezacego do wykresu tej funkcji, okazato si¢ standardowa czynno$cia i zdajacy
w wigkszosci potrafili go obliczy¢. Problemem okazato si¢ obliczenie wartosci funkcji dla
argumentu 7. Przeksztatcanie wyrazen arytmetycznych zawierajacych liczby niewymierne
nie bylo mocna strona zdajacych, wrgecz powodowato, ze niektdrzy z nich rezygnowali
z rozwigzywania tego fragmentu zadania. Czg$¢ abiturientow postuzyta si¢ kalkulatorem
i otrzymala wynik, ktory pozwalal natychmiast rozwigza¢ postawiony w tresci zadania
problem. Tre$¢ polecania w podpunkcie c¢) nie narzucala metody rozwigzania podanej
nierownos$ci. Analizujac prace zdajacych, mozna stwierdzi¢, ze metoda graficzna nie jest
naturalnym sposobem rozwigzywania tego typu zadan. Prawdopodobnie sformutowanie
,rozwiaz nier6wnos¢” kojarzy si¢ z metoda algebraiczna i taka tez zastosowato wielu
maturzystow.

Zadanie 11. (5 pkt)

2

Pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego trojkatnego rowna sig , gdzie

a oznacza dhlugos¢ krawedzi podstawy tego ostrostupa. Zaznacz na ponizszym rysunku kat
nachylenia $ciany bocznej ostrostupa do ptaszczyzny jego podstawy. Miarg tego kata oznacz
symbolem f. Oblicz cosf 1 korzystajac z tablic funkcji trygonometrycznych odczytaj

przyblizona warto$§¢ £ z doktadnos$cia do 1°.
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Sprawdzane umieje¢tnosci
Zdajacy mial wykaza¢ si¢ umiejetnosciami opisanymi w standardach wymagan
egzaminacyjnych:
e przetwarzania informacji przedstawionych w postaci réwnania w inng postaé
utatwiajaca rozwiazanie problemu — standard II1.1)c),
e podania opisu matematycznego danej sytuacji w postaci roOwnania — standard

II1.1)a),

e zaznaczania kata nachylenia $ciany bocznej ostrostupa do ptaszczyzny podstawy —
standard 1.8)b),

e podania miary kata, gdy znana jest warto$¢ funkcji trygonometrycznej tego kata —
standard I1.2)a).

Rozwiazywalnos¢ zadania
32%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych

Na dofaczonym do zadania rysunku zdajacy zaznaczali kat nachylenia $ciany bocznej

do ptaszczyzny podstawy f. Zapisywali rdwnanie opisujace pole powierzchni bocznej
. . . : 1 *J15 :

ostrostupa w zaleznosci od wysokos$ci 4 $ciany bocznej: 3-5-a-h :aT , a nastgpnie

wykorzystywali funkcje trygonometryczne w trojkacie prostokatnym, w ktorym wystepuje

kat S oraz wilasnosci odcinkow w trojkacie réwnobocznym do wyznaczenia wartosci

cos [ . Z tablic wartos$ci funkcji trygonometrycznych odczytywali miarg kata 3.

NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy

Najczgstszym, powtarzajacym si¢ w wielu pracach, blgdem bylo zaznaczenie
niewlasciwego kata (kata nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy lub
krawedzi bocznej do krawegdzi podstawy). Czgstym bledem byla tez niewtasciwa
interpretacja tresci zadania. Zdajacy uznawali podane pole powierzchni bocznej za pole
jednej $ciany bocznej i w zwiazku z tym konstruowali réwnanie, ktére nie korespondowato
z danymi. Niektorzy zdajacy mylili definicje funkcji trygonometrycznych obliczajac sin 4
zamiast cos . Bledy popetliane przy odczytywaniu z tablic miary kata, gdy znana jest
warto$¢ funkcji trygonometrycznej tego kata, swiadcza o malym doswiadczeniu zdajacych
w rozwiazywaniu zadan tego typu.

Komentarz

Rozwiazywanie zadania ze stereometrii wymaga zawsze bardzo uwaznej analizy jego
tresci, starannego zaplanowania swojego postgpowania 1 sprawnego postugiwania sig
pojeciami charakterystycznymi dla tego dzialu materialu. Wtlasciwe przetworzenie
podanych informacji to klucz do znalezienia poprawnego rozwiazania. W wyniku tych

azx/ﬁ-h
5

dziatan zdajacy otrzymywali réwnanie 3~%-a~h = , z ktorego mozna bylo

wyznaczy¢ dhugos$¢ krawedzi podstawy ostrostupa lub dtugos¢ wysokos$ci Sciany boczne;.
Kolejny krok to zastosowanie definicji kosinusa zadanego kata. Odczytanie z tablic miary
kata z wymagana doktadno$cia konczy rozwiazanie zadania. Brak §wiadomosci faktu, ze
wyrazenie dlugosci potrzebnych odcinkéw w zalezno$ci od tej samej zmiennej, wystarcza
w tym zadaniu do jednoznacznego wyznaczenia warto$ci funkcji trygonometrycznej kata
S, wielu zdajacym uniemozliwilo rozwiazanie zadania.
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Zadanie 12. (4 pkt)
Rzucamy dwa razy symetryczna sze$cienna kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
kazdego z nastgpujacych zdarzen:

a) A - w kazdym rzucie wypadnie nieparzysta liczba oczek.

b) B —suma oczek otrzymanych w obu rzutach jest liczba wigksza od 9.

¢) C—suma oczek otrzymanych w obu rzutach jest liczba nieparzysta i wigksza od 9.

Sprawdzane umiejetnosci
Zdajacy mial wykaza¢ si¢ umiejetnosciami opisanymi w obszarze 11.2)a) standardow :
e dobierania modelu matematycznego do doswiadczenia losowego 1 obliczania
prawdopodobienstwa zdarzenia losowego.

Rozwiazywalnos¢ zadania
56%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych

Zdajacy opisywali Q tego do$wiadczenia jako zbior wszystkich uporzadkowanych par,
ktorych wyrazy moga si¢ powtarzac i kazdy z tych wyrazow moze by¢ jedna z liczb: 1, 2, 3,
4, 5, 6. Obliczali moc € i wyznaczali liczb¢ zdarzen elementarnych sprzyjajacych
kazdemu ze zdarzen 4, B, C oraz obliczali ich prawdopodobienstwo.

Najczesciej powtarzajace si¢ bledy

Wypisujac wszystkie wyniki dwukrotnego rzutu kostka, niektorzy zdajacy ,,gubili” czgs§¢
znich, a stosujac metode drzewa pomijali istotne galezie, co skutkowalo blednymi
wynikami obliczen liczby wszystkich wynikéw lub liczby wynikow sprzyjajacych
omawianym zdarzeniom. Sporadycznie pojawialy si¢ bledy w stosowaniu klasycznej
definicji prawdopodobienstwa lub metody obliczania prawdopodobienstw zdarzen
za pomocg drzewa.

Komentarz

Bardzo typowe, wregcz klasyczne zadanie z rachunku prawdopodobienstwa, ktorego
rozwigzanie nie wymagato stosowania wzoréw kombinatorycznych. Dobranie wlasciwego
modelu matematycznego, zliczenie odpowiednich wynikéw i zastosowanie twierdzenia
»klasyczna definicja prawdopodobienstwa” wystarczalo do otrzymania poprawnych
wynikow. Zdajacy stosowali rozne techniki konstruowania modelu matematycznego. Wielu
z nich wypisywato wszystkie mozliwe wyniki dwukrotnego rzutu kostka jako zbior par,
inni przedstawiali Q za pomoca kwadratu o 36 polach, jeszcze inni budowali drzewo.
Kazdy, kto przygotowujac si¢ do egzaminu rozwigzal cho¢by kilka zadan z rachunku

prawdopodobienstwa nie powinien mie¢ problemow z rozwiazaniem tego zadania.
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Arkusz egzaminacyjny dla poziomu rozszerzonego

Arkusz dla poziomu rozszerzonego (czas trwania egzaminu 180 minut) zawierat 12 zadan
otwartych. Sprawdzaty one wiadomosci 1 umiejetnosci okreslone w standardach wymagan
egzaminacyjnych dla poziomu rozszerzonego.

Zadania egzaminacyjne w tym arkuszu badaty przede wszystkim umiej¢tnos¢ poprawnego
interpretowania tekstu matematycznego, analizowania sytuacji problemowych i podawania
do nich opisu matematycznego oraz argumentowania i prowadzenia matematycznego
rozumowania.

Tematyka zadan egzaminacyjnych w arkuszu dla poziomu rozszerzonego obejmowata
wigkszo$¢ treSci z podstawy programowej. Najliczniej byty reprezentowane zadania
dotyczace witasnosci funkcji z wartoscia bezwzgledna, funkcji kwadratowej, logarytmicznej
i wielomianéw, ciagéow, jednokladno$ci, zastosowania funkcji trygonometrycznych
w planimetrii i stereometrii oraz rachunku prawdopodobienstwa.

Zadanie 1. (4 pkt)
Wielomian f, ktorego fragment wykresu przedstawiono na ponizszym rysunku speinia
warunek f(0)=90. Wiclomian g dany jest wzorem ¢(x)=x’-14x*>+63x—-90. Wykaz,

ze g(x)=—f(-x) dla xeR.

Sprawdzane umieje¢tnosci
Zdajacy mial wykaza¢ si¢ umiejgtnosciami opisanymi w standardzie I11.2)a)b):

e interpretowania tresci zadania, formutowania i uzasadniania wnioskow.

Rozwiazywalnos¢ zadania
71%
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Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych

Znakomita wigkszo$¢ zdajacych, wnioskujac na podstawie ksztaltu wykresu, przyjeta, ze
jest on ilustracja wielomianu stopnia trzeciego i wykazala prawdziwos$¢ tezy. Maturzysci,
zapisywali funkcje f jako iloczyn trzech czynnikow liniowych
f(x)=a(x+6)(x+5)(x+3) ikorzystajac z faktu, ze f(0)=90, obliczali wspdtczynnik
a. W drugiej czgsci rozwiazania zdajacy sprawdzili jaka posta¢ ma wielomian —f (—X)
1 wyciagneli wnioski co do réwnosci wielomianéw ¢ (X) i—f (—X) .

Sporadycznie zdarzaty si¢ prace , w ktorych zdajacy zauwazali, ze wykres moze
przedstawia¢ wielomian stopnia wyzszego niz 3 i stwierdzali, ze wielomiany réznych
stopni nie moga by¢ rowne, co konczyto rozwiazanie.

Czes$¢ zdajacych sprawdzata, czy wielomiany g(x) i —f (—x) maja te same wartosci dla
roznych argumentoéw X i1 na postawie tego formutowata wnioski, korzystajac z faktu, ze

jezeli dwa wielomiany stopnia 3 maja rowne warto$ci w czterech roznych punktach, to sa
réwne.

NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy
Rozwiazujac zadanie zdajacy popelniali liczne btedy rachunkowe. Migdzy innymi przy
przejsciu z postaci iloczynowej wielomianu f do zapisu tego wielomianu w postaci ogdlne;j.

Popelniali rowniez btedy w znakach przy wyznaczaniu wielomianu —f (—X) (gldwnie
w potegowaniu liczby ujemnej). W licznych przypadkach po wyznaczeniu —f (—X) nie
formutowali wnioskow. Czgs¢ zdajacych miata trudnosci z zapisem wielomianu f (X)
w postaci  iloczynowe;. Zapisywali  wielomian f w  postaci ogolne;j:
f(x)=ax’ +bx’+cx+d, tworzyli uklad rownan, ktorego najczesciej nie potrafili
rozwiazac.

Zdajacy, ktorzy sprawdzali rownos¢ wielomianéw g(x) i —f(-x), poprzez

poréwnywanie ich warto$ci w réoznych punktach, w wielu przypadkach ograniczali si¢ do 3
réznych punktow.

Komentarz

Zadanie to bylo zadaniem tatwym. Znakomita wigkszo$¢ zdajacych postapita zgodnie
z konwencja przyjeta w podrecznikach 1 zbiorach zadan, iz jesli funkcja jest zdefiniowana
wykresem, to jest to funkcja okreslona wzorem najprostszym (w naszym przypadku
na podstawie ksztattu wykresu zdajacy przyjeli, ze jest ona wielomianem stopnia 3).
Ci zdajacy, ktorzy zauwazyli, ze wielomian f moze by¢ wyzszego stopnia niz trzy
zinterpretowali tres¢ zadania w sposob nierutynowy. Niejednoznacznosci mozna bylo
unikna¢ dodajac explicite w treSci zadania, ze wielomian f jest stopnia trzeciego. Tak
sformutowane zadanie, nie byto jednak zadaniem, ktére nie ma rozwigzania. W kazdym
przypadku maturzysta byl w stanie udzieli¢ jednoznacznej odpowiedzi.

Probeg rozwiazania zadania podjeli prawie wszyscy zdajacy. W nielicznych przypadkach
zdajacy nie widzieli zwiazku migdzy miejscami zerowymi funkcji i jej postacia iloczynowa,
co dziwi, gdyz rozkltad wielomianu na czynniki wystgpuje corocznie na egzaminie
maturalnym. W wigkszoSci przedstawionych rozwiazah zdajacy doprowadzili swoje
rozumowanie do konca, ale cze$¢ z nich miata trudnosci ze sformutowaniem wniosku

o rownosci wielomiandéw g (X) i—f (—X).
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Zadanie 2. (4 pkt)

Rozwiaz nier6wnos¢ |X - 2| + |3X — 6| < | X | .

Sprawdzane umieje¢tnosci
W zadaniu sprawdzana byla umiejgtnos¢ opisana w obszarze 11.2)a) standardow wymagan
egzaminacyjnych:

e rozwiazywania nieréwnosci liniowych z warto$cia bezwzgledna.

Rozwigzywalno$¢ zadania
60%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych
Zdajacy korzystali z definicji wartosci bezwzglednej do zapisania nierowno$ci w postaci
nierownosci liniowych z uwzglgdnieniem niezbgdnych ograniczen:

~4x+8<-x dla xe(—,0); —4x+8<x dlaxe(0,2); 4x-8<x dla xe(2,%).
Po rozwiazaniu kazdej nier6wnosci wyznaczyli zbidr rozwiazan.
Inng do$¢ czesto spotykana metoda byto sprowadzenie nierownosci do postaci 4|X - 2| < |X|
1 podniesienie obu jej stron do drugiej potegi.
Sporadycznie zdajacy rozwiazywali nierdwno$¢ metoda graficzna. Rysowali wykresy
funkeji f(x)=4|x-2|i g(x)=|x|, a nastepnie probowali odczytaé rozwiazanie.

Najczesciej powtarzajace si¢ bledy

Najczgstszym btedem byto nieprawidtowe stosowanie przez zdajacych definicji wartosci
bezwzglednej, np.: 4|X - 2| =4x-8 gdy xe <O, 2) . Wystgpowaty bledy przy rozwiazywaniu
nierownos$ci liniowych, ktore powodowaty, ze maturzysci otrzymywali zbiory, z ktérymi
nie potrafili sobie poradzi¢, zapisujac ostateczne rozwiazanie.

Zdarzaly si¢ rowniez prace, w ktdrych zdajacy poprawnie stosowali definicj¢ wartosci

bezwzglednej 1 poprawnie zapisywali nierdéwno$ci w przedziatach: (—oo,O) , <O, 2) , <2, oo) ,

lecz zapisujac rozwiazania, nie uwzgledniali tych ograniczen.

Komentarz

Na podkreslenie zastuguje fakt, ze poprawne rozwiazanie zadania przedstawita duza grupa
zdajacych. Bylo to zadanie o umiarkowanej trudnosci. Pojawiajace si¢ w rozwiazaniach
btedy pokazuja, ze czes¢ zdajacych nie opanowata w dostatecznym stopniu umiejetnosci
stosowania definicji wartosci bezwzglednej, mimo Ze zadanie z warto$cia bezwzgledna
pojawia si¢ corocznie na egzaminie maturalnym.

W prezentowanych rozwiazaniach zdajacy pokazuja przede wszystkim ,,rzemiosto”, a nie
tworcze poszukiwanie rozwiazan optymalnie najprostszych.
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Zadanie 3. (5 pkt)
Liczby X, = 5+23 i X, =5 -J23 sa rozwiazaniami rownania X’ —( P>+ qz)x+( p+ q) =0

z niewiadoma X. Oblicz wartosci p i (.

Sprawdzane umieje¢tnosci
W zadaniu byta badana umiejgtnos¢ z obszaru I11.1)a) standardéw wymagan
egzaminacyjnych:

e opisywania danej sytuacji problemowej w postaci uktadu réwnan,
oraz umiejetno$¢ opisana w standardzie 11.2)a):

e rozwigzywania ukladu rownan z dwiema niewiadomymi, z ktérych jedno réwnanie
jest stopnia drugiego.

Rozwigzywalno$¢ zadania
68%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych

Przewazajaca czg$¢ maturzystOow w rozwiazaniu wykorzystywata wzoér na rozktlad
trojmianu kwadratowego na czynniki liniowe. Zdajacy zapisali rownanie kwadratowe
w postaci iloczynu  czynnikéw  liniowych (X—S—\/23).(X—5+\/23):0, ktore

przeksztalcali do postaci ogolnej, a nastgpnie porownywali wspdlczynniki obu postaci
otrzymujac uktad réwnan p>+q> =10 i p+q=2. Rozwiazujac ten uklad, otrzymywali
warto$ci wspotczynnikow p 1 q. Czgs¢ zdajacych otrzymywata powyzszy uktad réwnan
po zastosowaniu wzorow Viete a.

NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy
Maturzy$ci  czgsto  popetniali  bledy w  czasie  przeksztalcania  rownania

(X —5-423 ) ( X—5++/23 ) =0 do postaci ogdlnej. Wielu z nich nie radzito sobie

z rozwiazaniem uktadu réownan p’+q> =10 i p+q=2, popemiali liczne bledy przy
stosowaniu wzorow skréconego mnozenia.

Komentarz

Przystepujac do rozwiazania zadania zdajacy mieli do wyboru rézne metody jego
rozwiazania. Niektérzy z nich nie potrafili dobra¢ optymalnie najprostszej metody
rozwiazania zadania, np. zdarzaly si¢ prace, w ktorych zdajacy wstawiali do réwnania

xz—(p2+q2)x+(p+q):0 liczby X1:5+\/E i X2:5—\/§. Otrzymywali

skomplikowane réwnanie, ktérego rozwiazanie najczes$ciej pomijali bo wymagato ono
zmudnych rachunkoéw, z ktérymi sobie nie radzili.

Zadanie pokazato, jak wazne jest rozumienie sensu poszczegoOlnych postaci trojmianu
kwadratowego, by moc je zastosowa¢ w konkretnej sytuacji. Zdziwienie budzi fakt, ze
wielu z nich ma problemy ze stosowaniem podstawowych wzor6w mimo, ze sa one
zamieszczone w Zestawie wybranych wzorow matematycznych dostgpnym na egzaminie

maturalnym. Byto to zadanie o umiarkowanej trudnosci.
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Zadanie 4. (4 pkt)

Rozwiaz rownanie 4cos” X = 4sin X+1 w przedziale <0, 27z> .

Sprawdzane umieje¢tnosci
Zdajacy miatl wykaza¢ si¢ umiejgtnosciami opisanymi w obszarze I1.2)a) standardow
wymagan egzaminacyjnych:

e stosowania znanych zaleznosci do rozwigzywania problemu matematycznego,

e rozwiazywania rownan trygonometrycznych.

Rozwiazywalnos¢ zadania
69%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych
Zdajacy wykorzystywali ,jedynke trygonometryczna” 1 zapisywali dane rdéwnanie
trygonometryczne w postaci: 4 (1 —sin’ X) =4sin X +1. Nastgpnie wprowadzali pomocnicza

niewiadoma i rozwiazywali rownanie kwadratowe 4t* +4t—3 =0. Po analizie przydatnosci
. . . . . 1

otrzymanych wynikow rozwiazywali elementarne roOwnanie trygonometryczne sinX=—

1 zapisywali jego rozwiazania nalezace do przedziatu <O,27z> .

Pojawialy si¢ rowniez rozwiazania graficzne. Zdajacy szkicowali wykresy funkcji

y=4cos’ X i y=4sinXx+1, nastepnie odczytywali punkty przecigcia si¢ wykresow funkcji
1 sprawdzali, czy sa one rozwigzaniami podanego roOwnania.

NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy

Czesto popelnianym przez zdajacych bledem bylo podstawienie t=sin’ X
i niekonsekwentne do niego zapisanie rownania w postaci 4t> +4t -3 =0. Wprowadzajac
zmienng t maturzysci pomijali zalozenie t € <—1, 1> . W konsekwencji nie odrzucali wyniku

t,= —% lub odrzucali go ale z btednych powodow, np. sinX<0. Liczna grupg tworzyli

zdajacy, ktorzy poprawnie rozwiazali roéwnanie sz:E, ale podajac odpowiedz, nie

uwzglednili zatozenia X € <O, 27z> .

Komentarz

Zdajacy, ktorzy przystapili do rozwigzania rownania metoda algebraiczna, zazwyczaj nie
mieli problemow z doborem strategii zapewniajacej sukces w rozwiazaniu zadania.
»Jedynka trygonometryczna” to dobrze znana i umiejgtnie stosowana przez wigkszos¢
z nich zalezno$¢. Warto rowniez podkresli¢, iz zdajacy nie mieli problemu z rozwiazaniem
elementarnego roéwnania trygonometrycznego, chociaz nie zawsze pamigtali o wskazaniu

rozwiazan z przedzialu <O,27z>. Rozwiagzania z wykorzystaniem wykresow funkcji

trygonometrycznych z reguly nie pozwalaly zdajacym na poprawne wyznaczenie
odpowiedzi. Bylo to dla zdajacych zadanie tatwe.
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Zadanie 5. (5 pkt)

2
—+3
X
w zalezno$ci od parametru p.

Dane jest rownanie = p z niewiadoma X. Wyznacz liczbg rozwigzan tego roéwnania

Sprawdzane umieje¢tnosci
Zdajacy miat wykaza¢ si¢ umiejgtnosciami opisanymi w III obszarze standardéw wymagan
egzaminacyjnych:
e dobierania odpowiedniego algorytmu do sytuacji problemowej — I11.1)b),
e formulowania i uzasadniania wnioskOw oraz opisywania ich w sposob czytelny
1 poprawny jezykowo — II1.2)b).

Rozwigzywalnos¢ zadania
47%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych
Wigkszos¢ poprawnych rozwiazan tego zadania zawierala dyskusje liczby rozwiazan

rownania = p na podstawie wykresu funkcji f (x)= 23] dla xeR\ {0}.
X

g+3
X

Zdajacy sporzadzali wykres funkcji f i z niego odczytywali liczbg rozwigzan réwnania
—+3|=p zniewiadoma X w zalezno$ci od parametru p. Pojawiaty si¢ takze rozwiazania,
X

w ktorych zdajacy, korzystajac z definicji wartosci bezwzglednej, zapisywali, ze dla p <0

roOwnanie | —+3 |= p nie ma rozwiazania, a dla p=0 ma jedno rozwiazanie. Nastgpnie
X

dla p>0 zapisywali alternatywe rownan Xx(p—3)=2 lub x(p+3)=-2 i dyskutowali
liczbg rozwiazan rownaniadla p=31 p>0i p=3.

Najczesciej powtarzajace si¢ bledy
dla

%+3
X

Zdajacy popelniali bledy juz na etapie rysowania wykresu funkcji f(x)=
Xe R\{O} , np. zle odczytywali wspotrzedne wektora, o ktory nalezalo przesuna¢ wykres

funkcji y = % .
Niektérzy zdajacy mimo poprawnie narysowanego wykresu funkcji zle wyznaczali liczbe
rozwigzan rdwnania w zaleznosci od parametru p (np. nie zauwazali, ze dla p =3 rdwnanie
ma jedno rozwiazanie).

Zdajacy, ktorzy stosowali metody algebraiczne rozwiazania zadania popelniali btedy na
etapie stosowania definicji warto$ci bezwzglednej, zapominajac o zatozeniu X # 0, pisali:

) g+3 dla xz-g p>0:>g+3:p
Zi3=4 X lub Zle interpretowali tre§¢ zadania: X
X 2 2
——-3dla x<—— p<0=>—+3=-p
X 3 X

Wisrod rozwiazan byly tez takie, w ktorych zdajacy poprawnie stosowali definicj¢ wartosci
.o L . . 2 .2 )
bezwzglednej 1 rozwiagzali réwnania wymierne —+3=p 1 —+3=-p, ale nie
X X

przeprowadzali dyskusji liczby rozwiazan réwnania w zaleznos$ci od parametru p. Zdajacy

mieli rowniez problemy z czytelnym i poprawnym jezykowo opisem rozwiazania zadania.
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Komentarz

Zadanie byto dla zdajacych trudne. Wymagato dobrania odpowiedniego algorytmu
obliczania liczby rozwiazan réwnania z parametrem, ktory zapewnial szybkie i skuteczne
rozwiazanie problemu. Najefektywniejsze byly odczytanie liczby rozwiazan w oparciu o

z+3
X

szkic wykresu funkeji f (x)= dla x € R\{0}. Wielu zdajacych nie potrafito jednak
bezbtednie wykona¢ wykresu. W takim przypadku przyjecie metody graficznej konczyto
si¢ zazwyczaj porazka.

Rozwiazania algebraiczne z reguly zawieraty bledy rachunkowe lub logiczne. Zdajacy mieli
problemy z formutowaniem i uzasadnianiem wnioskow. Ta metoda rozwiazania zadania
zazwyczaj nie prowadzita zdajacych do sukcesu.

Zadania o podobnej problematyce pojawialy si¢ juz na egzaminie maturalnych, a mimo to
sprawito ono maturzystom wiele problemoéw. Wprawdzie ponad potowa z nich sporzadzita
poprawny wykres funkcji f, ale prawidlowa liczbe rozwiazan odczytata juz mniejsza grupa.
Przedstawione przez maturzystOw rozwiazania pokazuja, ze znaja oni metode
rozwiazywania tego typu problemow ale maja duze braki warsztatowe.

Zadanie 6. (3 pkt)
Udowodnij, ze jezeli ciag (a,b,c) jest jednoczesnie arytmetyczny i geometryczny,
toa=b=c.

Sprawdzane umiejetnosci
Zdajacy mial wykaza¢ si¢ umiejgtnoscia opisang w obszarze I11.2)R standardow:
e przeprowadzania dowodu twierdzenia.

Rozwiazywalnos¢ zadania
58%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajgcych
Zdajacy korzystajac z wlasnosci ciagdéw arytmetycznego oraz geometrycznego zapisali

, , a+cC . . .y fo
uktad rownan b =T , b>’=ac i otrzymywali zaleznoéé (a—c)2 =0, z ktorej

. .. . e a+cC . . . .
wnioskowali, ze a=c . Korzystajac z zaleznosci b = uzyskiwali tez¢ twierdzenia.

NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy

Wielu zdajacych miato problemy z wtasciwa interpretacja implikacji, dowodzili oni, ze ciag
(a, b, c), wktérym a=b=c jest jednoczesnie ciagiem arytmetycznym i geometrycznym.
Maturzysci popetniali takze szereg btedow rachunkowych i logicznych. Czg$¢ zdajacych
poprawnie stosowata definicje ciagdéw arytmetycznego i geometrycznego, ale prowadzac
dowod twierdzenia nie uwzgledniata zatozen (a = 0) 1 nie rozpatrywata przypadku ciagu
(0,0,0), zapisujac, np. 2aq=a+aq’*/a; 2q=1+0>; q—-1=0; gq=1 zatem a=b=c.
Inni blgdnie wnioskowali o réwnosci wyrazéw ciagu, ktéorych kwadraty maja réwne
wartoéci: a=c i b’=ac; b’ =a’; b=a lub rozwiazujac réwnania wymierne nie czynili
stosownych  zatozen, co  prowadzilo do  niepoprawnego  wnioskowania:

r 2r 2
1 g=1.

q-1 (q—l)(q+1); :q+1;

279



.info

a

www.zadani

Matematyka

Komentarz

Przeprowadzenie dowodu tego twierdzenia wymagato od zdajacego znajomosci
podstawowych wilasnos$ci dotyczacych ciagdw oraz umiejgtnosci logicznego formutowania
1 uzasadniania wnioskow, poprawnego ich zapisywania w jezyku matematyki. Tego typu
zadania niezaleznie od tresci, do ktérych si¢ odwotuja, sprawiaja problemy zdajacym.
W tym roku wigkszo$¢ zdajacych probowata zmierzy¢ si¢ z problemem przeprowadzenia
dowodu matematycznego zapewne ze wzgledu na przyjazne zdajacym tresci — ciag
arytmetyczny i geometryczny. Na podstawie rozwiazan mozna wnioskowac, ze wigkszosci
zdajacych znata wlasno$ci ciagu arytmetycznego 1 geometrycznego, to jednak nie
wystarczylo do przeprowadzenia rozumowania. Podstawowym i najczgstszym biedem
zdajacych bylto zaktadanie prawdziwos$ci tezy w dowodzie, co §wiadczy o niezrozumieniu
zasad budowania i dowodzenia twierdzen matematycznych.

Zadanie 7. (4 pkt)

Uzasadnij, ze kazdy punkt paraboli o réwnaniu Y :ixz +1 jest réwnoodlegty od osi Ox

i od punktu F = (0, 2).

Sprawdzane umieje¢tnosci
W zadaniu byly sprawdzana umiejgtnos¢ ze standardu 11.2)a):
e postugiwania si¢ definicja odlegtosci dwoch punktow,
oraz umiej¢tno$ciami opisanymi w III obszarze standardow egzaminacyjnych:
e zapisywania zaleznos$ci i formutowania wnioskow z podanych zapisow — I11.2)b).

Rozwigzywalno$¢ zadania
30%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych

Zdajacy poprawnie zapisywali wspotrzedne punktu P nalezacego do paraboli w zalezno$ci
od jednej zmiennej. Wyznaczali odlegltos¢ punktu P od osi Ox oraz od punktu F. Nastgpnie
porownywali odleglosci 1 wykazywali tozsamo$¢.

Czg$¢ zdajacych wykazywala, ze zbiorem punktow speiniajacych warunki zadania jest
wskazana parabola.

NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy

W rozwiazaniach przedstawionych przez maturzystow najczgstszym blgdem bylo
wykazywanie tezy na wybranych punktach (a nie dowolnych). Niektorzy zdajacy
wyznaczali odlegtos$ci konkretnego punktu obranego na paraboli odpowiednio od osi OX
iod punktu F =(0,2). Cze$¢ piszacych uzasadniata rowna odlegtos¢ punktéw paraboli

0 rOwnaniu y:ZX2 +1 na podstawie parzystosci funkcji kwadratowej. Wiele biedow

zdajacy popetniali przy wyznaczaniu odlegtosci punktu P od osi OX oraz przy wyznaczaniu
odlegtosci punktu P od punktu F. Ci, ktorzy poprawnie podstawili wspotrzedne punktu
nalezacego do paraboli do wzoru na odlegto$¢ migdzy dwoma punktami, popetniali biedy
nie uwzgledniajac wtasnosci wartosci bezwzglednej. Pojawiaty si¢ rozwiazania, w ktorych
zdajacy probowali oblicza¢ odlegto$¢ punktu od paraboli ze wzoru na odlegtos¢ punktu
od prostej. Czg$¢ zdajacych miata ktopoty z zastosowaniem wzoru skroconego mnozenia.

Pojawialy si¢ rowniez nieporadne, opisowe uzasadnienia tezy.
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Komentarz

Problem postawiony w tym zadaniu byl dla maturzystow trudny. Uczniowie czgsto
przerywali rozwiazanie zadania po zapisaniu wspotrzegdnych punktu P nalezacego
do paraboli w zalezno$ci od jednej zmiennej. Niepokojacy jest fakt, ze dla niektorych
zdajacych stowo ,,réwnolegly” jest synonimem stowa ,,rownoodlegly”. Uczniowie czgsto
odczytywali stowo ,réwnoodlegly” jako ,rownolegly” 1 dowodzili, ze punkt jest
rownolegly do osi OXx lub parabola jest rownolegta do osi Ox.

Pojawialy si¢ rozwiazania, w ktorych zdajacy zapisywali, ze punkt F =(0,2) jest
ogniskiem paraboli, zatem kazdy punkt paraboli jest réwnooddalony od osi OX
(kierownicy) i ogniska. Odnotowano réwniez rozwiazania, w ktorych zdajacy nie
powotywali si¢ bezposrednio na wlasnosci paraboli oraz pojecie ogniska i kierownicy.
W konsekwencji zapisywali, ze wszystkie punkty paraboli sa rownoodlegte od punktu F
1od osi OX, gdyz funkcja ta jest symetryczna wzgledem osi Oy, a odleglosci punktu F i osi
Ox od wierzchotka paraboli na osi Oy sa roéwne. Z wielu przedstawionych prob rozwiazan
wida¢, ze piszacy korzystali z definicji paraboli, nie nazywajac punktu F ogniskiem, a osi
Ox kierownica paraboli. Duzym problemem okazal si¢ jezyk matematyczny, ktorym
zdajacy zapisywali swoje odpowiedzi. Cieszy jednak fakt, Zze pojawily si¢ ciekawe
rozwiazania prowadzace do réwnania paraboli, w ktorych zdajacy poszukiwali zbioru
punktoéw nalezacych do symetralnej odcinka |FP , gdzie P jest punktem osi OX.

Zadanie 8. (4 pkt)

Wyznacz wspoétrzedne $rodka jednoktadnosci, w ktorej obrazem okrggu o roéwnaniu
(X —16)2 +Yy* =4 jest okrag o réwnaniu (X —6)2 +(y —4)2 =16, a skala tej jednoktadnos$ci
jest liczba ujemna.

Sprawdzane umieje¢tnosci
W zadaniu byly sprawdzane umiejgtnosci ze standardu I1.2)a)
e postugiwania si¢ definicja 1 wtasnosciami jednoktadnosci.

Rozwigzywalnos$¢ zadania
44%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych

Zdecydowana wigkszo$¢ zdajacych podejmujacych probe rozwiazania zadania poprawnie
zapisywata wspotrzedne $rodkéw okregéw 1 ich promienie. Nastgpnie czg¢§¢ zdajacych
podawala, ze skala omawianej jednoktadnosci jest rowna (—2) 1 powolujac si¢ na wlasnosci
jednoktadnos$ci zapisywata rownanie S—S; = —2-8—81 . Poréwnujac odpowiednie wspotrzedne
wektorow, zdajacy wyznaczali wspotrzedne srodka jednoktadnosci S.

Druga grupa wyznaczata réwnanie prostej, do ktorej naleza $rodki obu okregdéw. Kolejna
czynnoscia byto wybieranie punktu i jego obrazu w danej jednoktadnosci o skali k =-2
oraz wyznaczenie rOwnania prostej przechodzacej przez te punkty. Zdajacy otrzymywali
zatem uklad dwoch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi i z niego obliczali
wspotrzedne srodka S szukanej jednoktadnosci.

NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy

Przewazajaca liczba rozwigzan tego zadania ograniczata si¢ do wykonania rysunku oraz
wyznaczenia promieni i Srodkow okrggoéw. Zdajacy czgsto przerywali rozwiazanie zadania
po podaniu skali jednokiadnosci. Odnotowano réwniez takie rozwiazania, w ktorych
btednie wskazano skalg jednoktadnosci. Na podstawie przedstawionych rozwigzan mozna
wywnioskowac, iz zdajacy maja problemy w stosowaniu wiasnosci jednoktadnosci, co
wigcej nie znaja pojecia jednokladnosci. Powodowalo to problemy przy wyznaczaniu
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srodka jednoktadnosci, np. przyjmowano, ze $rodkiem jednoktadnosci jest srodek odcinka
taczacego $rodki okregow. Ci sposrdd zdajacych, ktérzy zapisywali rdwnanie prostej,
do ktorej naleza srodki obu okrggow, popehiali biedy rachunkowe przy wyznaczaniu
réwnan prostych i rozwiazywaniu uktadu dwoch réwnan.

Komentarz

Rozwiazanie zdania wymagalo od zdajacych rozumienia pojecia jednokladnosci
1 umiejetnosci stosowania wilasnosci jednoktadnosci. Zdajacy mieli powazne trudnosci
z wyznaczeniem $rodka jednoktadnosci, stad duza liczba prac, w ktérych maturzysSci
zakonczyli rozwigzywanie problemu na zapisaniu promieni 1 srodkow okrggow. Niektorzy
maturzy$ci rozwiazywali zadanie w oparciu o podobienstwo trojkatow, obliczali
wspotrzedne srodka jednoktadno$ci wykorzystujac zaleznosci migdzy wspotrzednymi

punktow S,, S,, a ich odlegto$ciami od osi Ox 1 Oy.

Zadanie 9. (4 pkt)
Wyznacz dziedzing i najmniejsza wartosc funkeji f (x)=log (8X - Xz) .

2

Sprawdzane umieje¢tnosci
W zadaniu byty sprawdzane umiejgtnosci z obszaru 11.2)a) standardéw wymagan
egzaminacyjnych:
e postugiwania sig¢ definicjq i wlasnosciami funkcji kwadratowe;,
e postugiwania si¢ definicja i wlasno$ciami funkcji logarytmicznej,
oraz umiej¢tnoscia opisana w standardzie 11.2)R:
e formulowania wnioskéw wynikajacych z postaci badanego wyrazenia.

Rozwigzywalno$¢ zadania
34%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych

Zdajacy rozwiazywali nieréwnos$¢ kwadratowa 8X—Xx* >0 i wyznaczali dziedzing funkcji
logarytmicznej. Nastgpnie zapisywali, ze dana funkcja logarytmiczna osiaga najmniejsza
warto$¢ wtedy, gdy wyrazenie 8X— X’ przyjmuje warto$é najwieksza. Obliczali najwieksza
warto$¢ funkcji kwadratowej y = 8x —X’, nastepnie obliczali najmniejsza warto$¢ funkcji f,
korzystajac z definicji logarytmu.

NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy

Rozwiazanie tego zadania sprawito zdajacym duzo klopotéw. Bardzo czgsto maturzysci
konczyli rozwiazywanie zadania na wyznaczeniu dziedziny funkcji logarytmiczne;.
Zdarzaly si¢ jednak prace, gdzie blednie wyznaczono dziedzing, czyli niewtasciwe
rozwiazano nierdwnos¢ kwadratowa. Niepokojace sa te rozwiazania, ktoére pokazuja brak
umiejetnosci ustalania warunkoéw dziedziny funkcji logarytmicznej. Pojawiaty sig
rozwiazania, gdzie zdajacy prawidlowo rozwiazywali nieréwno$¢ kwadratowa, ale
dziedzing funkcji zapisywali np. w postaci R\(0,8). Czeg$¢ piszacych formalnie nie
powotywata si¢ na monotoniczno$¢ funkcji logarytmicznej, ale z dalszego rozwiazania
zadania wynikato, ze prawidlowo z niej skorzystata. Zdarzaly si¢ prace, w ktorych bigdnie
wyznaczono argument, dla ktorego funkcja 8X—X’ osiaga swa najwicksza warto$c.
Zanotowano grupe zdajacych, ktoérzy poprawnie podali odcigta wierzchotka paraboli o

rownaniu Y =8x—X>, ale popehili bledy rachunkowe przy wyznaczaniu najmniejsze;
warto$ci w funkcji logarytmicznej. Czg$¢ piszacych nie obliczyta najmniejszej wartosci
funkcji f, pozostawiajac zapis f(4)=log ;16.

2
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Komentarz
Czg$¢ zdajacych nie potrafita skorzysta¢ z faktu, ze funkcja logarytmiczna o podstawie

rownej - jest malejaca. W konsekwencji nie zauwazono, ze funkcja f przyjmuje

najmniejsza warto$¢ dla najwigkszego argumentu, co spowodowato przerwanie dalszego
rozwiazywania zadania i poprzestanie na wyznaczonej dziedzinie funkcji f. Pojawity si¢
roOwniez rozwiazania, w ktérych zdajacy zastosowali pochodna funkcji do wyznaczenia
najwigkszej wartosci funkcji kwadratowej. Problem postawiony w tym zadaniu byt dla
maturzystow trudny.

Zadanie 10. (4 pkt)

Z pewnej grupy osob, w ktorej jest dwa razy wigce] mezczyzn niz kobiet, wybrano losowo
dwuosobowa delegacje. Prawdopodobienstwo tego, ze w delegacji znajda si¢ tylko kobiety
jest rowne 0,1. Oblicz, ile kobiet 1 ilu mgzczyzn jest w tej grupie.

Sprawdzane umiej¢tnosci
Zdajacy mial wykaza¢ si¢ umiejgtnosciami opisanymi w obszarze I1.2)a) standardéw :
e dobierania modelu matematycznego danego doswiadczenia losowego 1 wyznaczania
prawdopodobienstwa zdarzenia,
® rozwigzywania rOwnania wymiernego.

Rozwigzywalno$¢ zadania
62%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych

Zdajacy oznaczali niewiadoma n liczbg kobiet 1 obliczali moc zbioru €, liczbg zdarzen

elementarnych sprzyjajacych zaj$ciu zdarzenia A i prawdopodobienstwo zdarzenia A.

Zapisali 1 rozwiazywali réwnanie wynikajace z obliczonego prawdopodobienstwa

: . n-1 1 . .

1 warunkow zadania: mzﬁ Czg$¢ maturzystow obliczala prawdopodobienstwo
n_

zdarzenia A z wykorzystaniem drzewa.

NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy
Cze$¢ zdajacych nie zauwazata zwiazku miedzy liczba kobiet, me¢zczyzn oraz taczna liczba

0s6b (N+2n=3n) — szczegblnie, gdy probowali rozwiazywaé zadanie za pomoca drzewa.

Zdajacy wybierali inny model do wyliczenia mocy 1 inny do obliczania mocy

3n
zdarzenia A. Czgsto wystgpowaty btedy rachunkowe w obliczaniu symbolu Newtona (2 ]

n
lub [zj Zdarzaly si¢ rozwiazania, w ktérych zdajacy niepoprawnie stosowali symbol

e 0] 2053 (00 nonsfo-r)

n! 2) (=21 2 ) Gn-2y2 2

Ci sposréd zdajacych, ktorzy wybrali metode drzewa, popehniali biedy opisujac
prawdopodobienstwo na jego galeziach. Wystapily rowniez bledy rachunkowe przy
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rozwiazywaniu warunku zadania P(A) =0,10, czyli przy rozwiazywaniu prostego

roOwnania wymiernego. Zaskakujacy jest fakt, iz w przypadku otrzymania rozwigzan
niecatkowitych, zdajacy pozostawiali rozwigzanie w takiej postaci. Co wigcej odpowiadali

. : . : o . 1 2
na pytanie postawione w tresci zadania, zapisujac, np. kobiet byto 25 , a MEZCZyzZn 4§ .

Komentarz

W zadaniach tego typu zdajacy nie potrafia budowa¢ modelu matematycznego zgodnego
z sytuacja opisanag w treSci zadania. Btedem, ktéry czgsto mozna zaobserwowaé
w rozwiazaniach jest stosowanie réznych modeli, innego do obliczenia mocy €2 i innego
do obliczenia mocy zbioru zdarzen sprzyjajacych danemu zdarzeniu.

Jedna z ostatnich ocenianych w zadaniu czynnos$ci byla umiej¢tnos¢ rozwiazywania
réwnania wymiernego. Dziwia prace, w ktorych zdajacy nie potrafili poprawnie rozwigzac
tego rownania. Zaskakuja rowniez liczne prace, w ktorych zdajacy nie weryfikuja wynikow
z warunkami zadania.

Zadanie 11. (5 pkt)
W  ostrostupie prawidlowym czworokatnym dane sa: H —wysoko$¢ ostrostupa oraz
o, — miara kata utworzonego przez krawedz boczna 1 krawedz podstawy (45" < a <90%).

. : H’
a) Wykaz, ze objetos¢ V tego ostrostupa jest rowna 3 1
ga-

: : — . 2 .
b) Oblicz miarg kata o, dla ktorej objgtos¢ V danego ostrostupa jest rowna 5 H*. Wynik

podaj w zaokragleniu do catkowitej liczby stopni.
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Sprawdzane umiejetnosci
Zdajacy mial wykaza¢ si¢ umiejgtno$ciami opisanymi w 111 obszarze standardow :
e podawania opisu matematycznego danej sytuacji w postaci uktadu rownan — I11.1)a),
e dobierania odpowiedniego algorytmu 1 oceniania przydatnosci otrzymanych
wynikow — I11.1)b),
oraz umiej¢tnosciami opisanymi w II obszarze standardow:
e stosowania podanego wzoru do rozwigzania problemu — II.1)a),
e podania miary kata, gdy dana jest warto$¢ funkcji trygonometrycznej tego kata —
I1.2)a).

Rozwiazywalnos¢ zadania
50%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych
Zdajacy zapisywali uklad réwnan, ktory pozwalal wyznaczy¢ dtugos¢ krawedzi podstawy
2

a . a .- . .
ostrostupa, np. h=5-tga 1 H2+T=h2’ a potem podstawiali obliczona wielko$¢
do wzoru opisujacego objetos$é ostrostupa. Z réwnania —-———=—=-H" obliczali tga

i odczytywali miar¢ szukanego kata o z Tablic funkcji trygonometrycznych zapisujac ja
z zadanym zaokragleniem.

NajczeSciej powtarzajace si¢ bledy
Analizujac rozwiazania tego zadania mozna bylo zauwazy¢ brak umiejgtnosci

. . . . . 4H?
przeprowadzania dowodu. Zdajacy przeksztalcali wyrazenie do postaci a’ =

tgla—1
i ponownie wstawiali wyznaczone wyrazenie do wzoru na objgtos¢ ostrostupa. Czgsto
zdajacy dobrze wyznaczyli zwiazki miedzy dlugoscia krawedzi podstawy ostrostupa
i wysoko$cia $ciany bocznej, czy tez wysokoscia ostrostupa, ale blednie przeksztatcali
wyrazenia algebraiczne, zle stosowali definicje funkcji trygonometrycznych w trdjkacie
prostokatnym. Zaskakujacy jest fakt, iz pojawily si¢ rozwiazania, w ktorych zdajacy biednie

zastosowali zalezno$¢ migdzy przekatna kwadratu a jego bokiem, np.: %= av2. Wielu

zdajacych zmienito tre$¢ zadania, traktujac §ciang boczna jak trdjkat rdwnoboczny lub
trojkat prostokatny. W drugiej czesci zadania czgsto wystgpowaly bledy rachunkowe typu
tg’a—1=6 stad tg’a=5. Zdajacy nie wykorzystywali do rozwiazania polecenia
z podpunktu b) objetosci ostrostupa podanej w podpunkcie a) tylko konsekwentnie stosowali
przez siebie obliczona obj¢tosé. Niektorzy nie zaokraglali miary kata do pelnych stopni lub
btednie odczytywali wartosci kata dla obliczonej warto$ci funkcji trygonometryczne;.

Komentarz

Pierwsza czg§¢ zadania wymagala od zdajacego umiejetnosci logicznego rozumowania
i argumentowania prowadzacego do wykazania tezy. Wigkszo$¢ maturzystow postuzyta sig
podstawowymi zalezno$ciami zachodzacymi migdzy bokami 1 katami w trojkatach
prostokatnych do wykazania pozostatych zaleznosci, jednak klopoty z bezblednym
przeksztalcaniem wyrazen algebraicznych spowodowaly, Zze nie osiagali poprawnych
odpowiedzi.

W rozwiazaniach mozna byto zauwazy¢, ze wielu zdajacych nie zrozumialo istoty dowodu.
Maturzysci przeksztatcali wyrazenie podane w tre$ci zadania do innej postaci 1 wstawiali je
ponownie do wzoru na objgtos$¢ bryly i stwierdzali, ze teza jest udowodniona.
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Zadanie 12. (4 pkt)
W trojkacie prostokatnym ABC przyprostokatne maja dlugosci: |BC| =9,

CA|=12. Na boku

AB wybrano punkt D tak, ze odcinki BC i CD maja réwne dlugosci. Oblicz dlugosé
odcinka AD.

Sprawdzane umiejetnosci
Zdajacy mial wykazac si¢ umiejgtno$ciami opisanymi w II oraz III obszarze standardow :
e analizowania i interpretowania treSci zadania, zapisywania zaleznosci migdzy
obiektami matematycznymi, analizowania i interpretowania wynikéw — I11.2)a),
e postugiwania si¢ znanymi twierdzeniami geometrii ptaskiej — I1.2)a).

Rozwigzywalno$¢ zadania
58%

Typowe poprawne odpowiedzi zdajacych

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa zdajacy wyznaczali dlugo$¢ przeciwprostokatnej
danego trdjkata. Zapisali jego pole na dwa sposoby i obliczyli wysoko$¢ poprowadzona
z wierzchotka kata prostego. Do wyznaczenia dtugosci szukanego odcinka wykorzystywali
podobienstwo  trojkatow lub  funkcje trygonometryczne 1 wiasnosci  trdjkata
roOwnoramiennego, rzadziej si¢gali do twierdzenia sinusow lub kosinusow.

Najczesciej powtarzajace si¢ bledy

Maturzys$ci, na etapie wstgpnej analizy zadania wykazali si¢ zrozumieniem problemu
1 przedstawiali r6zne sposoby jego pokonania. W przedstawionych rozwiazaniach mozna
jednak zauwazy¢, ze bledy wystepowaly w kazdej z przedstawionych metod rozwiazania
zadania. Zdajacy, stosujac w rozwiagzaniu podobienstwo trojkatow, zle zapisywali
proporcje. Gdy podstawa rozwigzania bylto zastosowanie funkcji trygonometrycznych, nie
potrafili ich bezbtednie okresli¢. Maturzysci, ktorzy stosowali twierdzenie sinusow lub
kosinusow popetniali btedy w prawidlowym doborze katéw i bokoéw, do ktorych
twierdzenie ma zastosowanie. Czg¢sto zdajacy obliczali jedynie dlugos¢ przeciwprostokatnej
1 na tym konczyli rozwiazanie.

Komentarz

Najprostsza metoda rozwigzania tego zadania wymagata zastosowania twierdzenia
Pitagorasa 1 wzoru na pole trojkata. Cz¢$¢ zdajacych umiescita trdjkat prostokatny ABC
w uktadzie wspotrzednych i1 korzystata w rozwigzaniu z metod analitycznych. Aby znalez¢
wspotrzedne punktu D zdajacy rozwiazywali uktad zloZzony z rownania okrggu i prostej AB.
Odnotowano réwniez rozwiazania, w ktoérych maturzysci wykorzystywali podobienstwo
trojkatéw, twierdzenie sinusow i twierdzenie kosinusow. Wielo$¢ stosowanych metod
pokazuje, ze zdajacy do$¢ swobodnie poruszaja si¢ po tresciach zwigzanych z geometria ale
maja duze trudno$ci z ustaleniem strategii rozwiazania zadania. W rozwiazaniach widaé
brak umiejgtnosci sprawnego przeksztatcania wyrazen algebraicznych, a takze liczne btedy
rachunkowe.
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PODSUMOWANIE

Na podstawie analizy wynikéw egzaminu maturalnego z matematyki oraz uwag
egzaminatoréw mozna stwierdzi¢, ze maturzysci:

e Wykazali si¢ umiejgtnoscia poprawnego wyboru algorytmu rozwiazania dla sytuacji
opisanej w zadaniu oraz stosowania w rozwigzaniu podanych wzoréw.

e Wykazali si¢ znajomoscia definicji funkcji 1 ich wiasno$ci. Dotyczylo to w szczegdlnosci
funkc;ji liniowej, funkcji kwadratowej oraz wielomianowe;.

e Dobrze wykonywali obliczenia procentowe.

e Opanowali 1 z powodzeniem stosowali metody rozwiazywania prostych rdéwnan
wielomianowych, nie mieli trudno$ci z wykorzystaniem wtasnosci ciagow.

e W zadowalajacym stopniu wykazali si¢ znajomoscia podstawowych definicji, twierdzen
1 poje¢ zwiazanych z geometria.

Do stabiej opanowanych umiejgtnosci nalezy zaliczy¢:

e Zapisanie przedstawionych w zadaniu zalezno$ci w postaci wyrazenia algebraicznego,
réwnania lub uktadu rownan.

e Prowadzenie rozumowania typu dowdd lub uzasadnienie swoich wnioskow. Wielu
zdajacych wykazywato brak krytycznego podej$cia do otrzymanych wynikow,
nie weryfikowato otrzymanych rozwiazan z warunkami zadania.

e Przeksztalcanie wyrazen algebraicznych. Popetniane biedy uniemozliwialy zdajacym
osiagnigcie poprawnego wyniku.

e Szkicowanie wykresow 1 badanie wlasnosci funkcji, w ktorej] wystapita wartosé
bezwzgledna.

e Ustalanie strategii rozwiazania zadania, szczegolnie z geometrii.

Zadania, w ktérych zdajacy do wykonywania obliczen, mogli zastosowac proste
algorytmy, znane twierdzenia i definicje byly rozwiazywane poprawnie przez przewazajaca
liczb¢ maturzystow. Mozna wigc stwierdzi¢, ze zdajacy potrafia rozwiazywaé typowe
problemy o malym stopniu ztozonosci. Jednak problem dla wielu maturzystow stanowi
zastosowanie wiadomosci i umiejgtnosci matematycznych w zadaniach, w ktorych nie mozna
wykorzysta¢ gotowych algorytmow.

Zadania, w ktorych zdajacy mieli wykaza¢ si¢ umiejetnosciami opisanymi
w III obszarze standardow egzaminacyjnych ,potrafi argumentowaé¢ 1 prowadzié
rozumowanie typu matematycznego, formuluje 1 wuzasadnia wnioski”, wymagaly
od maturzystéw dojrzatosci myslenia matematycznego i umieje¢tnosci doboru argumentéw dla
potwierdzenia badz odrzucenia sformutowanej w zadaniu tezy. Cieszyly rozwiazania
przemyslane, pokazujace w sposéb jasny i czytelny pelne zrozumienie problemu. Wielu
zdajacych przedstawiato jednak rozwigzania niepeine, nie udzielalo odpowiedzi zgodnej
z poleceniem. Byly to rozwiazania z btgdami wskazujacymi na bezkrytycznie podchodzenie
do uzyskiwanych wynikow.

Analizujac prace maturzystOw mozna zauwazy¢, ze poziom merytoryczny odpowiedzi
byt zr6znicowany, a jezyk matematyczny, jakim postugiwali si¢ piszacy, byl niejednokrotnie
nieporadny. Strategia rozwiazywania zadania, a tym samym ustalenie kolejnosci dziatan
zalezala od umiejetnosci budowania modelu matematycznego odpowiadajacego tresci
zadania, oraz w duzej mierze pomystowosci zdajacych, ich spostrzegawczosci 1 umiejgtnosci
stosowania algorytmoéw. Tylko bardzo precyzyjne, bezbledne wykonanie dziatan prowadzito
zdajacego do poprawnej odpowiedzi.
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W zwiazku z obowiazkowym od roku 2010 egzaminem maturalnym z matematyki
niezb¢dne wydaje si¢ ustalenie, w jakim zakresie nauczyciele realizuja tresci zawarte
w podstawie programowej. Konieczne jest polozenie nacisku w ksztatceniu matematycznym
na rozwijanie umiej¢tnosci argumentowania i rozumowania oraz sprawnego operowania
modelami matematycznymi. Potrzebna jest tez refleksja na temat skuteczno$ci procesu
nauczania matematyki.
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